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1 Elementare Methoden

Im allgemeinen ist der rbémische Staatsmann, Redner und Ge-
schichtsschreiber Marcus Tullius Cicero meist nur als Schdp-
fer und Verfasser von Senats- und Gerichtsreden und philoso-
phischen Schriften bekannt. Daf er einen Beitrag zur Ge-
schichte der Mathematik leistete, erscheint vielen als
nebensdchlich.

Mehr als 200 Jahre vor Ciceros Amtszeit in Sigzilien lebte
der wohl bedeutendste Mathematiker der Antike, Archimedes

von Syrakus. Die wichtigsten Arbeiten von Archimedes betra-
fen Grundprobleme der Stereometrie, die der Ausarbeitung von
Methoden =zur Bestimmung von Fl&chen- und Rauminhalten der
klassischen Figuren und Kdérper Zylinder, Kegel, Kugel, Qua-
der und Pyramiden dienten.

Er experimentierte dazu mit dem Hebelgesetz, um die Formel
des Kugelvolumens zu erhalten, und er fand auf Grund von
Annahmen, daff das Volumen eines Zylinders und der von ihm
umschlossenen Kugel im Verhdltnis 3 : 2 stehen. Diese Er-
kenntnis hatte bei Archimedes anscheinend besonders groRe
Begeisterung ausgeldst, denn er wlnschte sich auf seinem
Grab einen Zylinder und eine Kugel aufgestellt.

Syrakus wurde 212 v.Chr. nach zweijdhriger Belagerung von
den R&mern eingenommen, bei der Ublichen Plinderung der
Stadt kam auch der greise Archimedes ums Leben. Als Cicero
nun 75 v.Chr. als Quaestor auf Sizilien residierte, gelang
es 1hm, das damals bereits unbekannte und verfallene Grab
des Archimedes anhand dieser Sdule zu identifizieren und der
Nachwelt zu beschreiben ({1], S. 33ff).

Allerdings hatte schon die Mathematik der vorgriechischen
Zeit Flachen~ und Raumberechnungen gekannt, die fast immer
aus Aufgaben der Landvermessung und der Bautechnik resul-
tierten. Archimedes jedoch erweiterte diese Berechnung auf
Drehkérper zweiter Ordnung, deren Begrenzungsflidchen nun
auch gekrimmt sein konnten.

Spatere Mathematiker wie Pappos von Alexandria stellten im
wesentlichen Sammelwerke zusammen, worunter besonders die
Bemerkungen liber die Extremwertbehandlung und der sogenannte
Guldin'sche Schwerpunktsatz an Drehkdrpern hervorzuheben
sind. Die meisten dieser Schriften wurden zu Ansatzpunkten
far die weiterfihrenden Methoden des 16. und 17. Jahrhun-—
derts. Hier treten die Visierblicher mit Anleitungen fir die
Kifer zum Eichen von Fdssern und zur Volumenberechnung auf.
Vor allem auf die Anwendung (z.B. im Geldnde oder zur Raum-
bestimmung von Fassern) kam es auch in den zahlreichen geo-—
metrischen Schriften dieser Zeit an {(vgl. [1]).
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2 Infinitesimale Methoden

Systematisiert wurde die Volumenberechnung von Johannes Ke-
pler. Er griff dabei auf die aus der Antike stammenden
Methoden vor allem des Archimedes zurick. Und dennoch ging
Kepler methodisch weit {iber Archimedes hinaus, indem er den
Begriff vom unendlich Kleinen in mathematische Rechenmetho-
den einbezog.

Infinitesimale Zerlegungsgedanken sprach Kepler fir Kugel
und Zylinder aus. Zum Beispiel schrieb er: »Die Kugel be-
steht aus unendlich vielen Kegeln, deren Scheitel im Mittel-
punkte zusammentreffen, und deren auf der Oberflache gelege-
ne Grundflachen durch Punkte ersetzt sind.«

Aus Kugeln, Zylindern und Kegelstumpfen setzte Kepler kom-
plizierte Koérper ndherungsweise zusammen, zum Beispiel das
Fal aus 2Zylinder und zwei Kegelstimpfen. Insgesamt war Ke-
pler so imstande, weit Uber Archimedes hinaus zu gehen, auch
hinsichtlich der Anzahl der Kdrper, die - zumindest néihe-
rungsweise - dem Volumen nach berechenbar wurden. Kepler gab
unter anderem auch Verfahren fUr Torus, zitronenférmige,
apfelfdérmige, birnen- und pflaumenférmige Kérper, Quitte,
Kiirbis, 0Olive, Spindel und andere mehr an. Keplers Vermidh-
lung war dann der Anlaf der beriihmten »Fafrechung« im Jahre
1615. Kepler selbst berichtete

»Als ich im November des letzten Jahres (1613) meine Wiedervermihlung
feierte ... da war es die Pflicht des neugebackenen Gatten ..., fiir sein
Haus den ndtigen Haustrunk zu besorgen. Als einige Fdsser eingekellert
waren, kam am vierten Tag der Verkdufer mit einer Mefrute, mit der er
alle Fésser ohne Riicksicht auf ihre Form, ohne jede weitere Uberlegun
oder Rechnung, ihrem Weininhalt nach bestimmte. Die Visierrute wurde mi
ihrer metallenen Spitze durch das oben befindliche Spundloch quer bis zu
den Rdndern der beiden FaBbOden eingefiihrt, und als Lidngen gleich gefun-
geg wgﬁgfnsyaﬁ%g, ergab die Marke am Spundloch die Zahl der Eimer im

al« p . .

Kepler bezweifelte zu Recht die Richtigkeit dieser Mefmetho-
de. Er beschlof, die Rauminhaltsbestimmung = Stereometrie
selbst zu behandeln. EBr verdffentlichte deshalb zuerst 1615
einen Theorieband und anschliefBend 1616 einen Praxisband,
bekannt unter dem Namen »0sterreichisches Wein-Visier-
Blichlein«.

Zwar laft man Keplers SchluBweisen nur in Bezug auf ihren
praktischen Wert gelten, trotzdem wurden .diese liber
Cavalieri, Pascal, Fermat, Newton und besonders Leibniz weg-
bereitend fir die moderene Integralrechnung. Denn mit dieser
ist die stereometrische Erfassung rotationssymmetrischer und
dariliberhinaus auch beliebiger Koérper, sei es die Berechnung
der Oberfldche oder des Volumens, jeder technischen wie
praktischen Problematik gewachsen (vgl. [2]).
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Die Infinitesimalrechnung bietet zur Volumenberechnung von
Kérpern die Integration und Differentiation von Funktionen
als Hilfsmittel an. Insbesondere fir Rotationskdrper werden
durch die Integration die Beschrinkungen der einfachen Ste-
reometrie aufgehoben. Unter Rotationskdrpern sind dreidimen-
sionale Gebilde zu verstehen, die durch Rotation eines oder
mehrerer Kurvenzilge um eine Drehachse entstehen.

2.1 Volumen unter dem Graph von f(x)

Rotiert also der Graph einer Funktion f(x) um die X-Achse,
so wird der Mantel eines Rotationskdrpers ilberstrichen (vgl.
[3], 8. 279). Um das einbeschriebene Volumen des erzeugten
Drehkodrpers 2zu bestimmen, existieren zwei unterschiedliche
Verfahren, die hier zunadchst erldutert werden sollen.

2.1.1 Zerlegung in Schichten

Ein Rotationskdrper, der durch die Drehung des Flacheninte-
grals um die X-Achse entsteht, kann in einen "Stapel"” von
verschiedenen Kreisen, deren Mittelpunkte auf der X-Achse
liegen, zerlegt werden. Der Radius jedes einzelnen Kreises
entspricht dem Funktionswert f(x) an der Stelle x. Somit er-
gibt sich flir den Flacheninhalt einer kreisfédrmigen Schicht
die Beziehung

A = r?no
und aus r = f({x) folgt damit
A(x) = £(x)2n . (1)

Das Volumen wird nun durch die Bildung des Integrals uber
die einzelnen Fl&chenelemente A(x) von xi1: bis Xz berechnet
mit

X2 X9

V = J (f(x)2.n) dx = n J f(x)?2 dx (2)
X 1

1 X
(mit x:,X2 ¢ R, X1< X2). (vgl. [4], 8. 239)

Die rotierende Funktion muB im Drehintervall [x:;xz2] stetig
integrierbar sein, auBerdem muR gelten f(x) = 0 mit
X & [x1:%X2].



Beispiel:

X
fix)= 5 L6x - x2)

Der Graph wird um die X-~Achse gedreht (Bild 2-1), wobei das
Volumen des entstehenden Kérpers von der Y-Achse bis zur
ndchsten Nullstelle bestimmt werden soll.

Bild 2-1: Der Graph und der Rotationskérper der Funktion

Voraussetzungsgema ist x: = 0, fir f(xz) = 0 ergibt sich
Xz = 6.
(33 hig [ XZ
Ve(x) = 11 j (— Y{6x — %272 dx = n J — 6x - x%) dx
0 3 o} 9
m s T 5
S (6x8 - xt) dx = — [1,5x% - 0,2x%]
¢} 9 0]
216
B =n - 43,2 = 135,72 (Volumeneinheiten VE)
8]

2.1.2 Drehung des Flichenschwerpunktes (Guldin'®sche Regel)

Eine zweite Methode, um den Rauminhalt eines Rotationskdr-
pers zu bestimmen, resultiert aus der 1. Guldin'schen Regel.
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Diese besagt, daB das Volumen eines Rotationskdrpers das
Produkt aus dem Inhalt der erzeugenden Flache und dem Umfang
des von dem Fléchenschwerpunktes beschriebenen Kreises ist
({31, S. 281 und [5], S. 145) mit

vV = 2HSyA (3)

A Flacheninhalt der erzeugenden Fléache
Sy Y-Koordinate des Flidchenschwerpunktes.

Die Flache A ergibt sich aus dem Integral uUber die Funktion
f(x) von x1 bis x2. Die Schwerpunktskoordinaten eines homo-
genen Flachenstiicks, das von der Kurve y = f(x), der X~Achse
und den Geraden x = X1 und X = Xz begrenzt wird, sind

J-xf(x) dx XZJ £(x)2 dx
Sy = xl (4) Sy = x‘ (5)
2J f(x) dx 22Jf(x) dx
X Xy

(vgl. [5], S. 346 und [3], S. 292)

Zur Berechnung des Volumens wird allerdings nur die Koordi-
nate Sy bendtigt, die Formel zur Berechnung von Sx sei nur
der Vollstandigkeit halber erwahnt.

Auch hierzu ein Beispiel bei der Rotation der Funktion
f(x) = sin x, im Intervall [O:m] (Bild 2-2).

Der Inhalt der erzeugenden Flache ist

b4 n
A = J sin x dx = [- cos x] = 2 (Flicheneinheiten FE).
4] (4]

Gleichung (5) fuihrt zu

" ] 1 1 o
sin®x dx [— (x = — sin 2x)]
o 2 2 o n
Sy = = =
" n n 8
2-0J sin x dx 2[{- cos x]o

Einsetzen in (3) ergibt

I 2
V=2n . . 2= -~ = 4,93 (VE).
8 2



Bild 2-2: Der Rotationskérper der Funktion f(x) = sin x fiir x ¢ [0:2n].

Ein Nachteil dieser Berechnungsmethode soll nicht verschwie-
gen werden, denn bei der Volumenberechnung mit (2) wird nur
einmal ein Integral berechnet, bei der Schwerpunktbestimmung
missen jedoch zweimal Integrale berechnet werden, was die
Berechnung haufig unnétig verkompliziert. Der Vorteil von
(3) kommt dann zum Tragen, wenn, anders als im vorhergehen-—
den Beispiel, der Schwerpunkt bereits bekannt ist, weil dann
zwel gleichwertige Alternativen bestehen, die jeweils ver-
schiedene Vorteile haben. So ware, immer vorausgesetzt, daB
der Schwerpunkt bekannt ist, bei einer Funktion mit quadra-
tischen Wurzelgliedern wegen der Elimination der Wurzel
durch das Quadrat Formel (2) zu bevorzugen. Bei Polynomen
oder bel trigonometrischen Funktionen ist Methode (3) bes-
ser, da hier der héchste Grad nicht noch einmal erhdéht wird.

2.2 Volumen unter einer Funktion in Parameterdarstellung
Nicht nur die explizite Funktionsform v = f(x) kann um die

X-Achse gedreht werden, dies geht auch bei einer weiteren
Art, derxr Parameterform einer Funktion. Doch bevor man die
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Parameterform verwendet, sollte man wissen, wie diese aufge-
baut ist.

2.2.1 Die Parameterform einer Funktion

Haufig ist die Darstellungsweise von Funktionen und vor al-
lem von Kurven in Form von Ausdriicken der Art v = f(x) nicht
mehr ausreichend. Bei der expliziten Form der Funktionsglei-
chung wird jedem Wert x hdchstens ein Wert y = f(x) zugeord-
net. Tritt der Fall auf, daB einem x-Wert 3zwei oder mehr
y—Werte zugeordnet werden, l&8t sich dieser Graph nicht mehr
in expliziter Form darstellen. Aus diesem Grund ist fir vie-
le Anwendungsfadlle die Darstellung der Funktion in Parame-
terform vorteilhaft bis notwendig ([6], Kapitel 2).

Ist bei einer Funktion y = f(x) sowohl x als auch y wieder
eine Funktion eines gemeinsamen Parameters t, dann ist

X = ¢(t) = x(t)

y = &(t) = y(t)
eine Parameterdarstellung der Funktion y = f(x) (vgl. [71,
S. 280).
Die Parameterform kann erzeugt werden, indem man x = x(t)
beliebig wahlt und y = y(t) durch das Einsetzen von x = x({t)
in y = f(x) bestimmt. Die Wahl von x = x(t) sollte zweckmi-

Biger Weise so sein, daB die Funktionen x(t) und y(t) einfa-
che und vor allem eindeutige Funktionen von t sind (vgl.
[8], S. 118f).

Beispiel:

f{x) = VX

Man wahlt x(t) = t2 und setzt ein in y(t) = f(x(t)), dabei
wird y(t) = yt2 = t.

Somit sind die beiden Ausdriicke x(t) = t2; y(t) = t die Pa-
rameterform der Funktion f(x) = Vx.

Ungekehrt ist aber auch wieder die Elimination des Parame-
ters t und die RlUckfihrung in die explizite Form mdéglich.,
Dies wird erreicht, indem entweder x(t) oder y(t) nach t um-
gestellt und in die andere Funktion eingesetzt wird. Ein er-
neutes Umstellen, diesmal nach y, ergibt die explizite Form.
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Eine Einschrankung muff gemacht werden: zu jeder expliziten
Form gibt es sehr viele verschiedene Parameterdarstellungen,
aber nicht jede Parameterdarstellung ergibt zwangsliufig ei-
ne explizite Form, da oft ein Umstellen nach t nicht mdéglich

ist.

Hier ein Beispiel fur die Rickfihrung in die explizite Form.

Die Funktionen x(t) = 2t +3 und y(t) = 3t +2 sollen parame¥
terfrei dargestellt werden ([6], Beispiel 2.5),

wobei aus x{(t) folgt t = 0,5-(x - 3)

3 0,5 . (x-3) + 2
1,bx - 2,5

wird dies eingesetzt in y(t), wird y

Der Ausdruck f(x) = 1,5 - 2,5 stellt nun die parameterfreie
Form dar.

2.2.2 Volumenbestimmung unter einer Funktion in Parameter-—
darstellung

Da die Parameterdarstellung einer Funktion aus der explizi-
ten Form hervorgeht, laRt sich die Funktion auch in dieser
Form um die X-Achse rotieren. Vorausetzung ist aber, daf die
Rotationsfunktion im Rotationsintervall [t:i;tz] nur im posi-
tiven Bereich des Koordinatensystems liegt, daR also gilt
x(t) 2 0 mit t ¢ [ti;tz]. Die Volumenformel ergibt sich nun
durch Umformung von (2).

Bel der Integration bestimmter Integrale gilt die 2. Substi-
tutionsregel

§(b) b
J f(u) du = aj E(P(x)) @' (x) dx (6)

2(a)

([9], S. 493 und [10], S. 465)
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in diese wird die Parameterform einer Funktion eingesetzt

x(t) = &(t)

y(t) fix(t)) = £(o(t))

t

Jf(x)z dx = tZJ £(B(t))2 &' (t) dt

X

Xy 1
Xy = X(t1) = &(t1)
Xe = x(tz) = &(tz2)

daraus ergibt sich die Volumenformel fiir Funktionen in Para-
meterform durch das Zurlickeinsetzen

te

V = m, Jy2(t) x'{t) dt . (7)
b

Beispiel:

Der Graph der Kardioide mit

x{t) = 2cos t - cos 2t

y(t) = 28in t - sin 2t

wird fir t1 = @m; tz = 0 wird um die X-Achse rotiert {Bild
2-3).

Der Grund, warum von n bis 0 integriert wird, und nicht um-
gekehrt, liegt darin, daR Formel (7) aus Formel (2) ent-
stand. Bei (2) wird von links nach rechts integriert. Bei
(7) entsteht ein kleineres x aus einem gréRerem t, ein gré-
Beres x aus einem Kkleinerem t, da der Umlaufsinn der Kurve
gegen den Uhrzeigersinn gerichtet ist. Also wird auch hier -
bildlich gesprochen - von links nach rechts integriert.
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Bild 2-3: Der Graph der Kardioide; der Bereich t ¢ [0;n] ist schraffiert

dargestellt.

0
V=on1

n
0
"
0
n
/]

n

=0 (8 - =~ 2+ e+ 8~ -+ 2+ ) =1

= 67,02 (VE)

8 16

16
3

16
3

J (2sint - sin2t)2z (-2sin2t + 2sin2t) dt

64

3

J (4sin2t + gin22t - 4sint sin2t) (2sin2t - 2sgint) dt
J (-8sin3t + 2sind2t - 10sint sin22t + 16sin2t sin2t) dt

J (-8sindt + 16sin3t cosdt - 40sin®t cos?t + 32sindt cost) dt

o

[8cost + 5.cos3t - _Esinzt costt -2cosit +8sin2t.cosat +8sindt ]
n
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3 Computerunterstiitzung

Seit der Erfindung der ersten integrierten Schaltungen hat
sich die Mikrocomputertechnik iiberall durchgesetzt. In einem
grofen Teil der Haushalte stehen sogenannte Heimcomputer,
kaum ein Biro kommt heute noch ohne einen Personalcomputer
aus. -Nicht nur die Anzahl der Gerdte hat sich lawinenartig
erh6ht, auch die Ausstattung der Computer wurde, vor allem
-was Geschwindigkeit und Speicherkapazitit betrifft, um ein
Vielfaches verbessert. Im Jahr 1969 hatte der Bordcomputer
der Mondlandefdhre "Eagle" einen Speicher von 4 KByte, was
4096 Zeichen entspricht. Ein mittlerer Heimcomputer hat heu-
te gut seine 1024 KByte, was eine Speicherkapazitidt von
stattlichen 1.048.576 Zeichen bedeutet. Geradezu préadesti-
niert sind diese Gerdte fir mathematische Anwendungen -
letztendlich ist auch der Computer ein Kind der Mathematik,
die Digitaltechnik basiert auf der Bool'schen Algebra, einem
Teilgebiet der Mathematik.

Daher bietet es sich an, den Computer T&tigkeiten verrichten
zu lassen, die er genauer und schneller erledigt als der
Mensch, zum Beispiel das Skizzieren von Funktionen oder das
Zeichnen von Kérpern. Wird heute ein Funktionsgraph mithselig
mit Hand Punkt flr Punkt gezeichnet, so scheint es sich im
Zeitalter der Mikrocomputer dabei um einen Anachronismus zu
handeln. Daher soll unser Computer die Bilder =zeichnen, wir
verschwenden unsere Zeit nicht mehr damit, die Probleme dar-
zustellen, sondern verwenden sie fir etwas, das wir besser
kénnen: fir das Lésen der Problenme.

3.1 Modula2 auf dem Amiga

Alle Computerprogramme, die sich dim Anhang befinden, sind
auf einem Amiga 500 in der Sprache Modula2 entwickelt wor-
den, als Compiler wurde das M2Amiga-Entwicklungssytem Versi-
on 3.3d von A+L eingesetzt. Im Gegensatz zu den meisten Pro-
grammiersprachen ist Modula2 noch sehr neu. Sie wurde 1980
von Niklaus Wirth, der bereits 1970 die Sprache Pascal ent-
wickelte, als Verbesserung der Sprachen Pascal und Modula
vorgestellt. Wirth ist als Professor an der Eidgendssischen
Technischen Hochschule Zurich (ETHZ) tatig.

In Modula2 werden Variablen, genau wie in Pascal, vor ihrer
ersten Verwendung bereits definiert, wobei ihnen ein be-
stimmter Typ 2zugewiesen wird (Bsp: 1 : INTEGER fur eine
Ganzzahl im Bereich [-32768:32767]). Bei den Variablen wird
zwischen lokalen und globalen Variablen unterschieden, das
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heiBt, daB in einem Unterprogramm, PROCEDURE genannt, eine
Variable definiert werden kann, die nur in diesem Unterpro-
gramm verfugbar ist. Anders als in Basic muf der Program-
mierer sich nicht bei jeder neu angelegten Variablen verge-
wissern, ob diese nicht schon einmal verwendet wurde. Unter-—
schiede zu Pascal bestehen darin, daB der Befehl GOTO ent-
fernt wurde, und daf der Compiler noch genauer Variablenzu-
weisungen verschiedener Typen pruft ([11], S. 409ff und

-[121, s. 11f).
Das Betriebssystem vom Commodore Amiga bietet eine sehr lei-

stungsfdhige grafische Benutzeroberfliche, genannt Intui-
tion, an. Zu ihren Vorzigen gehdren verschiedene Bildschirm-
fenster und Schalter, die mit der Maus bedient werden.
Selbstverstandlich wird dieser Teil des Betriebssystems von
den beiliegenden Programmen voll unterstiitzt, verschiedene
Grafiken werden auch in verschiedene Fenster gezeichnet, die
Menilisteuerung erfolgt Uber die Maus.

3.2 Plotten eines Funktionsgraphen

Da die Zeichnung eines Funktionsgraphen am Bildschirm nichts
grundlegend Neues ist, soll das Vorgehen nur grob erliautert
werden. Zuerst wird der Wertebereich und der Definitionsbe-
reich der Funktion untersucht. Danach wird ein Skalierungs—
faktor berechnet, um den Graphen der Funktion in das vorge-
gebene Fenster einzupassen. Jetzt werden die Achsen des
Koordinatensystems gezeichnet, schlieBlich der Graph der
Funktion.

3.2.1 Explizite Form f(x) [Programm Drehefx.MOD]

Im Programm Drehefx ist der Definitionsbereich der jeweili-
gen Funktion aus Vereinfachungsgriinden bereits vorgegeben
(Unterprogramm InitFunktionen). Der Wertebereich der Funkti-
on wird im Unterprogramm Wertebereich bestimmt. Dabei wird
folgendermaen vorgegangen: eine Variable x durchliuft den
Definitionsbereich mit einer vorgegebenen Schrittweite. Das
Maximum im gegebenen Intervall wird bestimmt, indem gepriuft
wird, ob der Wert y = f(x) gréRer ist als das bisherige Ma-
ximum. Trifft dies zu, so wird dieser Wert das neue Maximum.
Analog erfolgt die Bestimmung des Minimums. Das Unterpro-
gramm ZeichneGraph berechnet nun die Skalierungsfaktoren aus
diesen Werten. Nun wird zu jedem x im gegebenen Intervall
der Funktionswert f(x) berechnet, danach werden diese Zahlen
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mit Hilfe der Skalierungswerte in Bildschirmkoordiaten umge-
rechnet (Bild 3-1).

Bild 3-1: Der Graph der Funktion f(x) = ;cos x] fiir x ¢ [0;n}] wird im
Bildschirmfenster links-unten gezeichnet.

3.2.2 Parameterform [Programm DreheParam.MOD]

Prinzipiell weist dieses Programm bei der Bereichsgrenzenbe-
stimmung Keine Unterschiede auf. Nur wird hier das Unterpro-
gramm Wertebereich, da das Intervall in X-Richtunrng nicht
mehr vorgegeben 1ist, zweimal angewendet, einmal auf die
Funktion x(t), zum anderen auf die Funktion vy(t). Mit den
errechneten Werten wird erneut eine Skalierung bestimmt, an-
schliefend wird die Funktion gezeichnet. Alg Laufvariable
wird dabei nicht x genommen, da x diesmal auch abhidngig von
einer Veranderlichen ist, sondern & (Bild 3-2).
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Bild 3-2: Der Graph eines Kreises in Parameterdarstellung.

3.3 Drehung um die X-Achse

Bei diesem Unterpunkt handelt es sich um das Kernstick der
Computerdarstellung von Rotationsfunktionen. Noch einmal zur
Erinnerung: eine Rotationsfunktion ist eine Funktion, deren
Graph um die X-Achse rotiert, so dafB ein dreidimensionaler
Kbérper entsteht. Diese Operation 1aBt sich zwar sehr leicht
gedanklich ausfiihren, doch wie wird sie mathematisch be-
schrieben, daB ein Computer etwas damit anfangen kann?

Man zerlegt einen Rotationskdérper, dhnlich wie bei der Volu-
menberechnung in Punkt 2.1.1, din Schichten. FEine solche
Schicht hat, wenn man sie von oben betrachtet und der Mit-
telpunkt auf der X-Achse liegt, eine Kreisform. Der Radius
des Kreises wird durch den Funktionswert f(x) an der Stelle
X bestimmt.

Die Parameterdarstellung der Kreisfunktion lautet

x{t)
vit)

r - cos t

1

sin t

il

mit r = Radius deg Kreises.
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Man erkennt, daB sich eine Schicht des Rotationskdrpers
durch diese Funktion beschreiben 148t, denn die Z-Achse ent-
spricht der X-Achse der zweidimensionalen Darstellung, und
die Y-Achse bleibt die Y-Achse. Somit 148t sich ein Punkt
P(X;Y;:Z), der auf der Oberfliche des Rotationskdrpers liegt,
berechnen mit

Xp = X (8a)
Yr = £(x) - sin & (8b)
Zr = £(x) - cos & . (8¢)

y=f{x) Kontu -

l"'."l' —--?H:c:u- ¢ i
. uz.al_—- _ 4' = -.--E.-: ul:. !l
-,-_-’— - -'-- .-.r-:' _ ‘I- . .Ill
- - e I =
.l h L - B ..-:q-l. |. ' I‘
."I .-..-f ( H l - L] .J.I -\ 'I "I
’ - u" oy g
! " _:h."- T | i

Bild 3-3: Ein kreisférmiger Schhitt durch einen Rotationskdrper.



- -18-

Flir einen Rotationskdrper, der durch Drehung einer Funktion
in Parameterform entstand, miissen die Formeln etwas abgedn-
dert werden, da nun auch x eine veré&dnderlich GrdéRe ist, es
ergibt sich

X = x(t) (9a)
Yr = y(t) - sin & (9b)
Zr = y(t) < cos ¢ . {(9c)

‘Bei (8) und (9) ist & immer der Winkel zwischen der Z-Achse
und der Gerade zwischen dem Kurvenpunkt und dem Drehmittel-—
punkt, also der X-Achse (Bild 3-3).

3.3.1 Explizite Form [Programm Drehefx.MOD]

Die Drehung einer Funktion erledigt das Unterprogramm Drehe-
Funktion. Erwdhnt sei noch, daf die Variable phi (=®) nicht
im Bereich [0;2mn], sondern im Bereich [0°;360° ] liegt. Dies
ist eine rein willkirliche Festlegung, weil die Entstehung
des Kdérpers durch eine volle Umdrehung mit 360° besser zum
Ausdruck kommt. Zur Beschreibung des Unterprogramms sei auf
das Struktogramm (Bild 3-4) verwiesen, das den Programmfluf
darstellt.

| Drehe Funktion f({x)
XSW =(Xmax-Xmin) /Kantenpunkte
phisw:=360/Schritte
phi :=0

i Xa{k,kp%:=x (8a)
i vs [k,kp]:=f(x)*sin(phi) (8b)
| zs [kK,kp]:=f(x)*cos(phi) (8¢c)
D' {=X+XSW

Bild 3-4: Nassy-Schneidermann Struktogramm zur Drehung einer Funktion
f(x) um die X-Achse.
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3.3.2 Parameterform [Programm DreheParam]

Auch hier statt einer ausfithrlichen Beschreibung ein Struk-
togramm (Bild 3-5). Das Programm verwendet hier zur Berech-
nung die Formeln (9). ’

|
.'
| tsw :=n/Kantenpunkte
| phisw:=360/Schritte
5 phi :=0
1

} Xa[ﬁ'ﬁpi ) wsin(pni) {38
| . = sin i

LYo kB sy () isin(ond)  (90)
| =t+tsw

Bild 3-5: Nassy-Schneidermann Struktogramm zur Drehung einer Funktion in
Parameterdarstellung x(t);y(t) um die X-Achse. '

3.4 Die Perspektivdarstellung am Bildschirm

Die Funktion ist nun gedreht, die Punkte der Oberfliche lie-
gen nun alle in der Form (X;Y;Z) vor. Doch bis jetzt ist
noch keine Linie des K&rpers am Bildschirm erschienen, die
dreidimensionalen Koordinaten miissen erst in zweidi-
mensionale transformiert werden, damit sie gezeichnet werden
kénnen.

Bei der Darstellung von Kérpern auf einer Ebene gibt es ver-—
schiedene Projektionsmdglichkeiten, zum einen die Gruppe der
Parallelprojektionen, und die Gruppe der Fluchpunktprojek-
tionen. Fir eine Darstellung eines Kdérpers, bei dem mathema-
tische und nicht kiinstlerische Aspekte im Vordergrund ste-
hen, Kkommt nur eine Parallelprojektion in Frage, weil in
dieser Darstellung alle Parallelen erhalten bleiben.

Bei der Kavalierperspektive bleiben alle X- und Y-Werte lan-
gentreu erhalten, die Z-Achse wird in einem Winkel von 45°
gegen die Bildebene gedreht und um die Halfte geklrzt.

Eine dazu sehr &hnliche Darstellung ist die isometrische
Projektion. Bei ihr haben die Achsen das Verhdltnis
1 : 1 : 1, die Achsen stehen in der Bildebene in einem Win-
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aufeinander
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(Bild 3-6).

Die Projektionsglei-

X' = X cos 30° - z cos 30° (10a)
y' =y — X - cos 60° - gz cos 60° . (10b)

(vgl. [13], S. 30f und S. 35f)
-+
-
i
H
]
i

--+-

-- ---
T T
- S
= 1282 5
-‘“u ] e
-ﬂﬂh_ 1 -
L
= [ ] -I’-
- - L] ------ ----- o - -
e R o

s f

Bild 3-6: Eine isometrische Projektion eines Quaders.

Diese Umformung erledigt das Unterprogramm Mache3Dzu2D in
den beiden Programmen. Danach werden die Koordinaten ska-
liert, damit der Kérper am Bildschirm immer mittig gezeich-
net wird. Der Korper wird nun gezeichnet, indem die einzel-
nen Punkte, die jetzt in der Form (X:;Y) vorliegen, in be-
stimmter Reihenfolge miteinander verbunden werden. Dies er-
ledigt das Unterprogramm ZeichneRotKoerper bei beiden Pro-
grammen. Als erstes werden die Kanten gezeichnet, also die
Funktionskurve zu jedem Drehwinkel. Danach werden die Kan-
tenpunkte um den Kérper herum miteinander verbunden, es wer-
den sozusagen die Umfange der Schnittkreise gezeichnet
(Bild 3-7).
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Bild 3-7: Das Drahtgittermodell des Rotationskdrpers von Yx verdeutlicht
den Aufbau aus Ldngs- und Querlinien.

Betrachtet man die Drahtgitterdarstellung am Bildschirm, so
fallen noch einige kleinere Mangel auf: die Linien, die im
Bildhintergrund liegen, sind sichtbar, obwohl dies nicht der
Realitat entspricht. Auch ist das Bild statisch, es ware
denkbar, daf der Koérper auf Tastendruck um die verschiedenen
Achsen gedreht wird oder dergleichen. Zudem kdnnte das Bild
noch an Plastizitdt gewinnen, iIndem es als Vollflichenmodell
dargestellt wird. Ein Methode dazu ware, die ganze Oberfla-
che in Dreiecke zu zerlegen. Die Dreiecke werden nun nach
ihrem Abstand zum Betrachter sortiert und von hinten nach
vorne gezeichnet. Die Farbe der Dreiecke wird durch die Nei-
gung der Dreiecksflache gegen eine Lichtquelle im Raum be-
stimmt. Ist die Fliche der Lichtguelle zugewandt, so ist sie
heller, ist sie abgewandt, so ist sie dunkler. Das Ergebnis
ist ein Vollfldchenmodell, daR sogar Schatten aufweist
(dazu: [14], [1571).

Doch wiurde diese sehr genaue, aber auch aufwendige Darstel-
. lung den Rahmen dieser Facharbeit bei weitem sprengen, sie
ist nur erwahnt, um aufzuzeigen, welche programmtechnischen
Mbglichkelten und Erwelterungen existieren.
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3.5 Die Bedienung der Programme

Nach der Beschreibung der Struktur der Programme folgt nun
noch eine Anleitung zur Programmbedienung. Die Bedienung un-
terscheidet sich bei Drehefx und DreheParam nicht, nur die
Menltexte sind unterschiedlich (Bild 3-8).

Am Anfang erscheint ein Menii, in dem alle Funktionen, die
gezeichnet werden kénnen, dargestellt werden. Mit dem Maus-

-Zeiger wird nun eine bestimmte Funktion angeklickt, die so-
fort am Bildschirm in einem kleinerem Fenster mit Angabe der

Definitions- und Wertebereiche gezeichnet wird. Sekunden da-
nach erscheint auch das Drahtgittermodell des Rotationskdr-
pers in einem weiteren Fenster. Das Menii erscheint nach cir-
ca 5 Sekunden erneut, es kann nun eine neue Funktion ange-
wahlt oder das Programm verlassen werden. Da sich einzelne
Fenster am Bildschirm i{iberschneiden, kann zu jedem Zeitpunkt
ein Fenster durch Anklicken des "WindowDepth"-Schalters (das
Symbol in der Ecke rechts-oben) in den Vordergrund gebracht
oder durch Anklicken des “WindowDrag"-Schalters (die Titel-
zelle des Fensters) verschoben werden.

| Polgeote Tuktionen sisd verfighar:
T L

Bild 3-8: Das Auswahlmenii und der Mauszeiger.
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3.6 Die numerische Integration nach Gauf

Bei der Arbeit in Abschnitt 4.3 tauchte das Problem auf, daR
sich bestimmte algebraische und transzendente Funktionen
nicht mehr analytisch integrieren lassen. Eine N&herungsld-
sung, zum Beispiel durch eine Reihenentwicklung oder durch
Polynome hdherer Ordnung, erwies sich in der praktischen An-
wendung als zu ungenau.

Daher entstand als KompromiB das Ausweichen auf die numeri-
sche Integration, was aber auch in einer Mathematikfachar-

beit vertretbar ist, zum einen, weil diese Methode nur ein-
mal bendtigt wurde, zum anderen, weil das dahintersteckende
mathematische Verfahren doch relativ komplex ist.

Das Programm Integration.MOD (im Anhang) arbeitet nach dem
GauB-Algorithmus, und ist eine 1:1 Umsetzung eines Basic-
Programmes flr den Schneider CPC (aus: [16], S. 64). Zur ge-
naueren Funktionsweise sei daher auf die entsprechende Pro-
grammsammlung verwiesen. Zur Arbeitsweise sei nur soviel
gesagt, daB beim GauB-Algorithmus die Fliche unter der Funk-
tion in Teilstlicke zerlegt wird, die einzeln berechnet und
dann addiert werden (vgl.: [17]1, S. 86ff).
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4 Praktische Anwendungen

Nach dieser theoretischen Vorarbeit zu den Rotationsfunktio-
nen sollen nun einige praktischen Anwendungen zur Volumenbe-
rechnung erldautert werden. Anhand dreier grundlegend unter-
schiedlicher biologischer Kérper, einer Birne, einem Ei und
einem Apfel, soll die praktische Seite der Volumenberechnung
von Rotationskdérpern dargestellt werden. Hierbei wird die

mathematische Fiktion vorausgesetzt, daR bei diesen Ko&rpern
nadherungsweise die Rotationssymmetrie vorhanden ist - was im

allgemeinen durch die Einfihrung eines Querschnittes durch
die KOrper leicht bewiesen werden kann.

»Drei Koérper - drei Methoden« kénnte die Uberschrift zu die-
sem Kapitel auch heiflen, denn die drei Koérper werden auf
verschiedene Art und Weise durch Funktionen angendhert. Zum
einen wird die Kontur durch abschnittsweise Definition von
Funktionen, zum anderen durch Umwandlung von Funktionen in
andere Darstellungsweisen, und schlieflich durch Verzerrung
bestehender Funktionen mathematisch beschrieben.

4.1 Die Birne

Birne [lat.] Pirus, Gattung der Rosengewdchse, rund 25 Arten, die Kul-
turbirne wurde unter anderem aus der dornigen Wildbirne (Misch- und
Auwdlder) geziichtet (aus [18], §. 430).

J

B%ld é—l: Ein Schnitt durch eine handelsiibliche Birne, Sorte "Williams
Christ™



- -25-

Betrachtet man den Langsschnitt durch eine Birne (Bild 4-1),
s0 laRt sich die Konturlinie in drei Abschnitte einteilen
(Bild 4-2). Der erste und der dritte Abschnitt kdénnen durch
Teile einer Ellipse, die durch einen glatten Kurvenzug ver-
bunden sind, beschrieben werden.

Y

LU 2
w =1 l;
—-_ “-—
- R,
.-J --”- H
.-v'"-- ‘-—""--._
..."l —- - ~—-
! L Bl
| ! g { ¥ =13

Bild 4-2: Das Profil einer Birne als Funktion

Der Graph einer Ellipse hat die implizite Darstellung

XZ y2

_— . =1 mit (11)
R r?

R = Radius in X-Richtung und

r = Radius in Y-Richtung.

Aufgeldst nach y ergibt sich

Y RZ - x2 . . (12)

r
f(x) = £ —~
R
Fur den ersten Abschnitt mit x ¢ [0;h/3] ist der Radius in
Y-Richtung r = 1. Dies ist eine Festlegung, durch die die
Streckung des Graphen 1in Y-Richtung vereinfacht wird. Der
Radius in X-Richtung wird R = h/3. Zudem liegt der Mittel-
punkt der Ellipse auf der Y-Achse, die Funktion muf noch um
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R nach rechts verschoben werden. Wird dies alles in (12)
eingesetzt, so gilt fir den positiven Kurvenzug

f(x) v (h/73)% - (x-h/3)% .

e 5w

Yy -9 %2 + 6 hx . (13)

‘Der zweite Abschnitt wird durch ein Polynom angendhert. Der
Graph eines Polynoms zwischen den Punkten (0:;H) und (L;0)
(Bild 4-2) muB folgende Nebenbedingungen erfiillen damit die
Kurve an den Nahtstellen einen glatten Ubergang aufweist

0
0

H; (II) £'(0)
0; (IV) £'(L)

(1) £(0)
(II1) £(L)

Das sind insgesamt 4 Bedingungen, die den Polynom-Ansatz
y = ax® +bx?2 +c¢cx+d (14)

ergeben. Es wird nun noch die erste Ableitung der rationalen
Funktion gebildet,

yv'= 3a X2 + 2b x + ¢

danach wird das lineare Gleichungssystem erstellt

(1) a0 + bo02 +c0+d-=4H

(IT) 3a 02 + 2b 0 + c¢ = 0

(ITI) a L® + blLz +cL+d=0

(IV) 3a L2 + 2b L + c =0

Die Ldsungen

H H

a=2— ,b=-3 00— ,c¢c=0 ,d-=1H
L3 L2

werden in (14) eingesetzt und ergeben

H H
y =2 —x% -3 — x2 + H . (15)

L3 L2
(vgl. hierzu [19], S. 68f)
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Das Teilstick muf nun noch an die geforderten Mafe angepasst
werden. Es ist ersichtlich (Bild 4-2), dai

1 2
L =—~h , H= — wird,
2 3

zudem muR der Ast um 1/3 angehoben und um h/3 nach rechts
verschoben werden. Dies in (15) eingesetzt ergibt fir das
Polynomzwischenstiick

32 56 80 23
Y:____xS.-__xZ+_____x—

— (16)
3hs 3h? 9h 81

Der dritte Abschnitt flir x ¢ [bh/6:h] wird wieder durch eine
Viertelellipse angendhert. Hier gilt, daB der Radius in X-
Richtung R = h/6 und der Radius in Y-Richtung r = 1/3 ist.
Die normale Ellipse in Nullage muf noch um 5h/6 nach rechts
verschoben werden. Daraus folgt mit (12) fir den positiven
Zweig

6
y = — ¥ h? - 36 (X - Bh/6)%
3h
2
= e ¥ =9 %2 + 15 xh - 6 hZ . (17)
3h

Die Funktionsabschnitte wurden so normiert, daR der grofte
Wert der Funktion 1 ist. Eine Streckung in Y-Richtung wird
durch eine Multiplikation mit dem halben Durchmesser er-
reicht. Werden die Ergebnisse (13), (16) und (17) zusammen-
gefallt, so ist das Ergebnis eine abschnittsweise Definition
einer Funktion f(x), die der Oberflichenkontur einer Birne
angendhert ist

d h
{ — ¥ -9 %X ¥+ 6 hx : 0 € X € —
2h 3
d 32 56 80 23 h 5
fx) = { = (—x% - — %2 + — X - —) ; =< x £ =h
2 3nh8 3h* 9h 81 3 6
d 5
— ¥ -9 x2 + 15 xh - 6 h? ; =h < x <h
3h 6

(18)
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Das Volumen des Rotationskdrpers wird nun berechnet, indem
die Integralformel (2) auf die einzelnen Abschnitte ange-
wandt wird.

<
]

h
ot OJ f(x)2z dx

h/3 3h/6 h
o { J f(x)2 dx + J f(x)z dx + : J f(x)2 dx )
0 b/3 5h/6

n{ Ji + Jdz + Js ) (Jn = Teilintegral)

It

h/3 d
Ji = ( — ¥ -9 %2 +6 hx )2 dx
2h

0

3d2 h/3
= [ - x3 + hx? ]
4h2 0
1
= __ azh
18
5h/s d 32 56 80 23
Jz = (- (— X8 - — X2 4+ — X - —))2 dx
h/3 2 3h2 3h2 9h 1
dt 1024 3584 14528 82112 21776 3680 529 /e
EEN e X e X6 4 ¥ - X4 + - xl +————X]
& b3t 54ht 135h¢ 9720t 129h2 1458h gh61 b3
hd= 1 hdz
T T4 1 16
h d
Jz = J (— v -9 x2 + 15 xh = 6 h? )2 dx
B8h/¢6 3h .
d= h
= — [ -3 x% + 7,5 hx? - 6 hzx ]
9h? 5h/6
1
= ——. d%h
324
1 1
V = ( — + — + } m d2h
18 16 324
157
VBirne = n dzh - (19)
1296

Das Volumen einer Birne kann demnach unter Beachtung der
Voraussetzungen durch eine einfache Formel berechnet wer-
den. »Doch grau, lieber Freund, ist jede Theorie« sagte
schon Goethe, diese Volumenformel muf natirlich noch auf
Ubereinstimmung mit der Realitit geprift werden. Am ein-
fachsten werden dazu Durchmesser und Hbhe von einigen Test-
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birnen mit einer Art Schieblehre gemessen. Das Volumen wird
dann lber die Wasserverdridngung der Birnen in einem GefaR
nach der klassischen Methode von Archimedes bestimmt. Das
Ergebnis der Messungen und die Abweichungen sind in einer
Tabelle (Bild 4-3) dargestellt und geben einen gute Ein-
druck von der Prdzision der Formel.

d gemessen (incm) | 6,5 | 8,4 | 7,3 | 7,6 |
h gemessen  (in em) | 11,1 | 13.6 | 12,1 | 11,8 |
Vexp (in cm$) | 187 | 351 | 250 | 263 |
VBirne (in cm?3) | 178,5 | 365,2 | 245,4 | 259,14 |
Abweichung* (in %) | 4,5 | 4,0 | 1,2 | 1,4 |
* mit (3], S. 448

Bild 4-3: Die Tabelle der Mefwerte von Birnen
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4.2 Das Ei

Lexikalisch ist das Ei (lat. Ovus) die biologische Fortpflanzungszelle
von Mensch, Tier und Pflanze. Das tierische Ei besteht aus Eikern, Ei-
plasma (mit Dotter) und fester Eihiille. Die Formenmannigfaltigkeit der
Vogeleier hat zu einem bes. Wissenschaftszweig, der Oologie (Eierkunde),
glegfgf allem fiir die Systematik von Bedeutung ist, gefithrt (aus [20],

== 2

Bild 4-4: Ein Schnitt durch ein Hithnerei

In der Geometrie und der Mechanik gibt es verschiedene N&a-
herungskonstruktionen mittels Kreisbdgen fiir Eiprofile. Ein
Eiprofil 1aBt sich aber auch durch ein Parabelsegment an
einem Kreis darstellen ([21], Abb. 70). Dies ist wieder ei-
ne abschnittsweise Definition. Die Mathematik bietet zu
diesen Methoden, wie sooft, Alternativen an. Eine solche
Alternative wird hier gewdhlt, das Ei soll nimlich durch
Anpassung einer bestehenden algebraischen, geschlossenen
Funktion beschrieben werden.

Untersucht man die Relation f(x) = ¥ x%-x (Bild 4-5), so
stellt man fest, daf die Relation im Bereich der Nullstel-
len Ni (-1;0) und Nz (0;0) ungefdhr ein Eiprofil (Bild 4-4)
aufwelist. Leider hat diese Relation auch die unangenehme
Eigenschaft, daf sie in den Bereichen J-«:-1[ und JO; 11
nicht definiert dist. AuBerdem paft der Ast im Bereich
[1;+=[ nicht recht zu der landlaufigen Vorstellung von der
Figur eines Eies. Will man das Intervall, in dem der Graph
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der Relation einem Ei gleicht, vom Rest der Relation iso-
liert erhalten, so bietet sich die schon in 2.2.1 angespro-
chene Transformation des eifdrmigen Teiles der Relation in
Parameterdarstellung an.

i F ......
- 1 T n--l .....
e ¥
- ““—"h T .l"
. o, o
r- Lo P .l
+ } : -4 : =
— 1 - i =
.. o 5.
e " s ., y
\.,_.‘.‘
[ 1 - "'l_..
. .

Bild 4-5: Die Funktion f(x) = +yx3-x

Zur Umwandlung in die Parameterform wird zuerst x in Abh&n-
gigkeit von t gesetzt. Flr ein Eiprofil, das fir t s [0:m]
genau den halben Umfang umléuft, darf x nur im Intervall
[-1;0] liegen (der Parameter t darf ubrigens keinesfalls
als Winkel zwischen einer Koordinatenachse und dem Funk-
tionsstrahl interpretiert werden). Eine Funktion, die also
diese Bedingung erfiillt, ist eine in X-Richtung gestreckte
und dgekippte Sinusfunktion. Fiir x gilt also

x{t) = - sin 0,5t .

Wird dies nun in die Funktion f(x) eingesetzt, so erhialt
man y in Abhdngigkeit von t mit

y{(t) = ¥y = sin® 0,5t ¥ sin 0,5¢

Die Richtigkeit dieser Uberlegung beweist der Graph der Pa-
rameterform der Funktion (Bild 4-6).

Es ergibt gsich vorteilhafterweise eine elegante Darstellung
eines Eiprofils, das dhnlich Kreis und Ellipse in einfacher
Parameterdarstellung darstellbar und berechenbar ist.
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Bild 4-6: Der Graph der Parameterfunktionen x(t) = - sin 0,5t und
y(t) = ¥ = sin® 0,5t + sin 0,5t

Eine Streckung in X-Richtung ergibt sich durch Multiplika-
tion mit einem Parameter rx, eine Streckung in Y-Richtung
durch Multiplikation mit einem Parameter ry. Der Graph der
Funktion 1488t sich also wesentlich einfacher als bei einer
expliziten Darstellung in HOhe und Breite verandern.

Werden nun die beiden Parameter auf 1 normiert, so entsteht
quasi ein Einheitsei mit einer Konturformel, in die direkt
Langenangaben in cm einfliessen kdnnen. Es ergibt sich fur

rsx = h . (20)

da X nur im Bereich (-1;0] liegt und daher Xmex-Xmin = 1
ist.
Wird das Maximum von y(t) mit Hilfe von y'(t) bestimmt, so
gilt

it
(e

v'(t)

fir t 2 « arcsin v {1/3)

i

N

1,2310

der Funktionswert an dieser Stelle ist

y2
v(2 arcsin v{I73)) = ~ 0,6204
1Y27
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Der Korrekturfaktor fir die Verzerrung 148t sich mit einem
einfachen Dreisatz berechnen, der gesamte Durchmesser in cm
in Abhangigkeit vom Radius ry ist

y2 . :
2 cm fOr ry = 1 , somit ist
1427
) 1927
fir 1 cm ry =
2 Y2

'Es ergibt sich daher der Zusammenhang

427
ry = d . (21)
2 Y2

Wird nun das Volumen des Rotationskdrpers (Bild 4-7) dieser
Funktion in Parameterform bestimmt, so ist das Volumen ein-
gesetzt in (7)

0

V=omn J (ry ¥ - sin® 0,5t + sin 0,5)2 (rx (- sin 0,5t))"' dt

1¢

Die Konstanten werden aus dem Integral herausgezogen, da
dies die Schreibweise vereinfacht

ki= ry2 « rx - 1

0

k J (Y - sIn® 0,5t + sin 0,5t)2 (-0,5 cos 0,5t) dt

<3
It

n

0

-0,5 k J (-cos 0,5t - sind 0,5t + cos 0,5t - sin 0,5t) dt
X

il

0

1
-0,5 k [ - 5 sin4 0,5t - cos? 0,5t ]
n

i

1 I
-0,5 k (-~ —s8int 0 - cos?2 0 + — gin® — + cos?
2 2

N2 e |
~

k
4 (Stammfunktionen aus [3], §. 232)

nun wird k wieder eingesetzt und es entsteht die Volumen-
formel des Eies mit

VEtL = . ry2 - I'x . (22)
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Werden nun die Normierungsformeln (20) und (21) angewandt,
ergibt sich eine einfache endgiiltige Volumenformel

3 Y3
Ve = nd? h . : (23)
32

3T,

o~ £+ }

+44

I"

A

e~

//’

- . * iy
By AN
A SEALANIN
R ;{/l/ I/Z“&" !{/{//, 4 B
7 7 ;

Bild 4-7: Das Ei als Rotationskérper

Auch bei dieser Volumenformel wurden in einer MefRreihe die
Abweichungen der erwarteten Volumen vom gemessenen Volumen
bestimmt. Zuerst wurden Héhe und Durchmesser der Eier, da-
nach das Volumen mit Hilfe der Wasserverdrangung bestimmt.
Die Abweichungen (Tabelle in Bild 4-8) sind mit einem mitt-
leren prozentualen Fehler von 1,5% relativ klein, eine An-
naherung des Eies durch ein Ellipsoid, die ebenfalls ge-
rechnet wurde, ergab einen mittleren prozentualen Fehler
von 3,1%. Bel der Anndherung durch ein Ellipsoid war zudem
die Differenz zwischen dem gréRten und dem kleinsten Fehler
mit 5,1% doppelt so grofl wie bei der Anndherung mit Formel
(23) . Es wird daher deutlich, da® eine an sich naheliegende
Anndaherung durch ein Ellipsoid zu grob ist.
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d gemessen  (in om) | 4,1 | 4,0 | 3,9 | 4,1 | 4,5 |
h gemessen (imcm) | 5,4 | 55 | 56 | 55| 5,9 |
Ve xp (in cmd) I 45,7 l 44,8 l 44,7 l 46,9 | 59,3 I
Ve:r mit (23) (in cm3) l 46,3 I 44,9 | 43,5 [ 47,2 | 60,9 '
Abweichung  (in %) | 1,3 | 0.2 | 2.7 ] 0,6 | 2,7 |
VEllipsoid (in cm3) | 47,5 | 46,1 | 44,6 | 48,4 | 62,6 |
Abweichung* (in %) |} 3,9 2,9} 0,2 | 3,2 | 5,3 |
*x mit [51, S. 448

Bild 4-8: Die Tabelle der Mefwerte des Eies

Daruberhinaus kénnte die hier vorgeschlagene Eiformel durch
Einfihrung der Achsenlage des Durchmessers im Verhaltnis
zur Eihdhe zu einer weiteren Verbesserung fihren. Auf diese
Berechnung muf hier aus Platzgriinden leider verzichtet wer-

den.
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4.3 Der Apfel

Apfel [lat.] Malus, Kernobst, Familie Rosengewichse; aus wilden Arten
(z.B. Malus silvestris, einheimisch, bereits von Pfahlbauern verwendet)
wurde unser Apfel in unzdhligen Edelsorten geziichtet (aus [18], S. 183).

3 2

Bild 4-9: Ein der Ldnge nach aufgeschnittener Apfel

Die sich ergebende Bahnkurve eines Punktes P, wenn ein
Kreis k mit dem Radius r auf der AuBenseite eines festen
Kreises K mit dem Radius R abrollt, heift gemeine Epizvkloi-
de. Betragt das Verhdltnis von R : r = 2, so entsteht eine
Kardioide ([10], S. 465f). Der L&ngsschnitt durch einen Ap-
fel (Bild 4-9) d&ahnelt sehr stark dem Funktionsgraphen der
Kardioide (Bild 2-3). Es ist daher zu vermuten, daf sich die
Konturkurve des Apfels durch eine Kardioide annadhern 1aRt.

Die Parameterform der Kardioide mit

2cos t ~ cos 2t (24)
2sin t - sin 2t

S
ot ot
oo

muf zuerst wieder auf 1 normiert werden.
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Dazu werden die Extremstellen der beiden Funktionen mit Hil-
fe der Ableitungen

|
<

x'(t)
v'(t)

Il
o

bestimmt. Das Maximum der Funktion x(t) liegt bei

t 0 (H) 1,5
_':‘3" ng‘——l 4

das Minimum bei

-3

1l

t = o ;o ox{(m)

Die maximale Ausdehnung in X-Richtung betragt daher 4,5.
Auch hier wird uber einen Dreisatz der Skalierungsfaktor
berechnet.

h =4,5cm fir rx = 1 , das bedeutet
2
far h = 1 cm ist rx = 5 . (25)

Die gleiche Rechnung wird auch mit der Funktion vy (t) durch-
gefihrt. Das Maximum ist dabei

2 2 3
t = —_m X(EH) = 3

Daraus folgt, daf die maximale Ausdehnung in Y-Richtung
1,5 ¥3 betragt. Der Skalierungsfaktor wird analog berechnet
mit

d=2-1,5Y¥3 cm fir rvy = 1 , also ist
fir 4 = 1 cm igt ry = — (26)
3¥3
Das Volumen eines "Kardioids" mit den Radien rx = 1 und
rv = 1 wurde schon in Punkt 2.2.2 als Beispiel berechnet.
Aus dem Ergebnis folgt die allgemeine Volumenformel
64
Vkardioid = —-3—- N Yy?rx ' . (27)

durch Einsetzen der Zusammenhinge (25) und (26) entsteht
dann die normierte Form der Volumenformel
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64 1 2
V= — « 1 - (— d)2z .« (— h)
3 3¥3 9
Zzusammengefasst ist das Resultat 'die Volumenformel eines Ap-
fels mit

128
Vaptfel = — 0 d2h . (28)
729

Der zugehérige Rotationskdérper ist in Bild 4-10 abgebildet.

Bild 4-10: Die Rotationsfigur der Kardioide

Ruft man sich noch einmal den Apfelquerschnitt (Bild 4-9) in
Erinnerung, sieht man, daR der Apfel auch an der Unterseite
einen, wenn auch kleineren, Nabel, bedingt durch den Bliite-
nansatz, aufweist. Die Naherung (24) ist darum offenbar noch
verbesserungsfiahiyg, wenn der Funktionsgraph einen zweiten
Einschnitt aufweist. Aus dem Bildungsgesetz der Epizykloiden
last sich die Parameterdarstellung einer solchen Kurve mit

3cos t - cos 3t (29)
3sin t - sin 3t = 4 gindt

x(t)
y{t)

i

il

herleiten (Graph und Rotationskdrper in Bild 4-11).
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Bild 4-11: Eine Epizykloide mit R : r = 3

Der Graph dieser Funktion ist aber immer noch =zu symme—
trisch, denn bei einem Apfel ist der untere Einschnitt klei-
ner als der obere, auRerdem liegt die dickste Stelle des Ap-
fels auch nicht in der Mitte des Apfels. Die Funktion (29),
die zu der Geraden x = (0 symmetrisch ist, kann durch Multi-
plikation mit einem Linearfaktor, der mit kleinerem x gréRer
wird, wie gewlnscht verzerrt werden. Da die Funktion gegen
den Uhrzeigersinn lauft, wird ein kleineres x durch ein gré-
Beres t bedingt. Folglich wird die Verzerrung durch eine
Multiplikation mit dem Laufparameter t erreicht.

Die Ldsung

x(t) = t ( 3cos t - cos 3t ) (30)
y(t) = t ( 3sin t - sin 3t )
ist die neue Parameterform (Graph in Bild 4-12). Die Dar-

stellung sieht schon viel besser aus, doch hat die Formel
(30) einen grofen Haken: durch die Quadrierung von v(t) und
der Multiplikation mit der Ableitung von x(t) entsteht ein
Term mit Gliedern der Form t - sin®™x - cos®x mit m,n > 5,
der sich analytisch nicht mehr integrieren 1aRt.
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Bild 4-12: Der Funktionsgraph von (30), im Hintergrund die gedrehte
Funktion

Wie man bereits sehen konnte, lassen sich bei der Volumenbe-
rechnung jedesmal die Radien in X- und Y-Richtung herauszie-
hen, so daf nur noch ein Term mit einem Parameter integriert
werden mufl. Diese numerische Integration wird nun mit den
Programm Integration (siehe 3.6) durchgefihrt. Das Ergebnis
der Rechnung ist

[

I J v2(t) x'(t) dt

<3
it

N

11

317,7 m ry? rx (31)
Das Maximum von x(t) liegt bei

t = 1,03 ; x(1,03) = 2,62
das Minimum liegt bei

t = 2,51 ; x(2,51)

Q

-6,88

Daraus ergibt sich der Zusammenhang zwischen rx und h mit
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1 2
r'x = me—— h = ——h

8,5 19
Von y(t) ist das Maximum
t = 1,76 ; y(1,76) = 6,67
Fllr rv und h gilt daher

1
13,34

ry =

Werden die Formeln (31) bis (33) zusammengefaBt,
Resultat die normierte Volumenformel

134

Vaprelz 0,1875 1 dzh

i

3
— 11 d2h
16

(Rotationskérper in Bild 4-13).

(32)

(33)

ist das

(34)

Bild 4-13: Die asymmetrische und damit verbesserte Form des Apfels
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Auch an Apfeln wurden Volumenmessungen zur Uberpriifung der
Formeln durchgefilhrt, was besonders interessant ist, da hier
Zzwel verschiedene Losungen miteinander konkurrieren (Tabelle
in Bild 4-14).

dgemessen {(in cm) I 7,9 l 7,2 ] 7,8 I 9,0 |
h gemessen (ll’l Cm) | 6,1 I 5,9 I 6,6 | 8,9 ‘
Ve xp (in em®) | 200 | 160 | 220 | 400 |

Vapfer (28) (in cm®) | 210,0 | 168,7 | 221,5 | 397,7 |

Abweichung (in %) | 5,0 | 5,4 | 0,7 | 0,6 |

Vapfel (34) (in cmd) | 224,3 | 180,2 | 236,5 | 424,6 |

Abweichung* (in %) | 7,2 1 12,6 | 7.5 ! 6.2 |

* mit (8], S. 448

Bild 4-14: Die Tabelle der Mefwerte von Apfeln

Uberraschenderweise ist die Volumenberechnung mit (34) un-
genauer als mit (28), da hier der mittlere prozentuale Feh-
ler kleiner ist. Jedoch ist bei (34) die geometrische Ahn-
lichkeit mit einem Apfellingsschnitt wesentlich groéBer, so
daB im praktischen Gebrauch durch Ansatz eines Korrektur-
gliedes durch Hinzunahme der unterschiedlichen Tiefen der
Nabelpunkte eine wesentliche Verbesserung erreicht werden
kénnte. Dies wirde jedoch zuerst eine umfangreiche MeRreihe
verschiedener Apfelsorten voraussetzen, sowie eine Anpas-
sung der MeBwerte an die Parameterformen durch die soge-—
nannte Regressionsrechnung.

Auch bei der Birne und dem Ei wadre hiermit eine Verbesse-
rung méglich, doch da kein Ei dem anderen gleicht - hier
hat der Volksmund unrecht - mnuf wie immer ein Kompromif
zwischen Ergebnis und Aufwand flirs erste genfigen.
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5 Ausblicke

Von der Antike bis zum Computerzeitalter spannt sich ein
weiter Bogen in der Entwicklung stereometrischer Berechnun-
gen, insbesondere der Volumenberéchnung. Dabei ist die Infi-
nitesimalrechnung ein wichtiges Hilfsmittel geworden. Der
Vollstandigkeit halber sei erwdhnt, daR sich Volumina auch
in Polarkoordinaten, mit Gebietsintegralen, Raumintegralen

-und allgemeinen Volumenintegralen berechnen lassen. Grund-
satzlich bleibt jedoch immer die Bestimmung der dem Kbrper

zugrundeliegenden Funktion in einer oder mehreren Ebenen im
Vordergrund stehen. Wenn nicht als klares geometrisches Ge-
setz, dann zumindest als Annahme und Arbeitshypothese. Hier-
zu 1st zu erwahnen, daf sogar umfangreiche Hand- und Lehrbii-
cher der Mathematik sich in der Berechnung elementarer Koér-
per erschépfen, allerhdchstens werden Kegel, Kugel, Parabo-
loid oder Ellipsoid mit ihren stereometrischen Grdéfen be-
stimmt. Eine Birne ist aber kein Zylinder, ein Apfel keine
Kugel, und ein Ei kein Ellipsoid, denn die Natur zelgt uns
wesentlich komplexere und kompliziertere Formen auf. Der na-
tirlichen Umwelt und Form gegeniiber bleibt die elementare
Stereometrie eine theoretische Lehre, denn sie beschreibt
etwas, das es nur in Anndherung gibt. Die Beschreibung der
Natur und ihrer Formen, man denke nur an Berge, Bdume und
deren Fruchte, steckt immer noch in den Kinderschuhen. Erste
Schritte auf diesem neuen Forschungsgebiet wurden erst mit
Benoit Mandelbrot und der Entdeckung der sogenannten »Ap-
felmannchen« oder auch »Mandelbrotmengen« unternommen. Die-
ser neue Zwelg der Mathematik, die fraktale Geometrie,
spielt sich aber hauptsdchlich in der Ebene der komplexen
Zahlen ab, doch auch die normale Mathematik ist - wie 1im
letzten Kapitel gezeigt wurde - zur Beschreibung von natiir-
lichen Kérpern in der Lage [22].

Die hier vorgestellten Methoden versuchen die praktische
Realitat abzubilden, reale biologische Korper sind aber nur
mit einer Vielzahl von EinfluBgréBen zu erfassen, dement-
sprechend schwierig wird die rechnerische und analytische
Behandlung. Dazu ist mehr mathematische Theorie als ublich
notwendig - dies bedeutet aber auch ein Mehr an Realitiat und
mehr Wert fir die Praxis.
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Anhang: Programme

Programm Drehe Funktion f (x)

(* Programm  Drehefx.HOD

(* Mathematik Facharbeit 1988/1990, Julius-Echter-Gymnasium Elsenfeld *)
(* Autor: Marcus Bdckmann, Hauptstr. 15la, 8751 Heimbuchenthal *)
(* Datum: 13.01.1990 v *)

MODULE Drehefx;

FROM
FROM
FROM
FROM
FROM
FROM
FROM
FROM

FROM
FROM
FROM

IntuiSupport IMPORT SetScreen,SetWindow,GetIMes:

IntGadget IMPORT SetBooleanGadget,FreeBooleanGadget;

PrintTools IMPORT Print,PtoG,Locate,CLS,Pen,PrintFFP,AutoLF,Using,OFF;

GfxTools IMPORT MoveTo,DrawTo,Line,Origin,OrigoModes;

GfxRTools IMPORT MoveR,DrawR,LineR,GPrintR;

SYSTEM IMPORT ADR,ADDRESS,FFP;

Arts IMPORT TermProcedure;

Intuition IMPORT ScreenPtr,Gadget,WindowFlags,WindowFlagSet,
ActivationFlags,ActivationklagSet,IDCMPFlags,
IDCMPFlagSet,WindowPtr,WindowToFront,CloseWindow,
CloseScreen;

Graphics IMPORT RastPortPtr,SetRGB4,ViewPortPtr,SetAPen;

Dos IMPORT Delay;
MathTrans IMPORT Cos,Sin,Sqrt,Tieee,Fieece;
CONST PI = 3,1415926536;

Zeit = 200;

schwarz = 0;

weiss =1;

gelb = 2

gruen = 3;

MaxFunk = 5; (* Anzahl der Funktionen *)

Kanten = 15; (* Anzahl der Kanten des Rot-Korpers *)
KantPunkte = 20; (* Anzahl der Kantenpunkte des Korpers *)

TYPE

FFPFunktion = PROCEDURE (FFP) : FFP;
Funktionsblock = RECORD
Term : ARRAY [0..20] OF CHAR;
f : FFPFunktion;
Xmin,Xmax : FFP;
END;
Punkt3dim = RECORD
X, ¥,2 : FFP;
END;

Punkt2dim = RECORD
X,y : FFP;

END;

PunktPix = RECORD

X,V : INTEGER;

END;
PFeld3dim = ARRAY [1..Kanten],[l..KantPunkte] OF Punkt3dim;
PFeld2dim = ARRAY [1..Kanten],[l..KantPunkte] OF Punkt2dim:
PFeldPix = ARRAY [1..Kanten],[l..KantPunkte] OF PunktPix;
VAR BildPtr : ScreenPtr;

Komm,

GraFenster,

Kon : WindowPtr;

Krp,Grp,Frp : RastPortPtr;
Gad

: ARRAY[O..MaxFunk] OF Gadget;

i : INTEGER; (* i und ¢ sind Dummy-Variablen *)
c : CARDINAL; ]
Aktiv : CARDINAL; (* aktive/dargestellte Funktion *)

Funktion : ARRAY [1..MaxFunk] OF Funktionsblock:
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Ymin,Ymax ¢ FFP;
Koord3d ¢ PFeld3dim;
KoordPix ¢ PFeldPix;

(* Hier werden alle Funktionen definiert *)
PROCEDURE fi1(x : FFP) : FFP; .
BEGIN

RETURN Sqrt(x);
END f1;
PROCEDURE f2(x : FFP) : FFP;
BEGIN .
- RETURN ABS(Sin(x)};
END £2;
PROCEDURE f3{(x : FFP) : FFP;
BEGIN
RETURN ABS (Cos (X)) ;
END £3;
PROCEDURE f4(x : FFP) : FFP:
BEGIN
RETURN - (x*x)+4.0*x; (* verschobene Normalparabel der Form *)
END £4; (* -(x-2)2+4 *)
PROCEDURE fb(x : FFP) : FFP:
BEGIN

RETURN (x/3.0)*Sqrt(6.0*x-x*x); (* "Zwiebel” *)
END £5;

PROCEDURE InitFunktionen;

BEGIN
Funktion[1].Term:="sqr x "
Funktion{l%.f :=f1;
Funktion[1l].Xmin:=0.0;
Funktion([1].Xmax:=4. O;
Funktion[2].Term:="!sin x! "
Funktion(2].f =f2;

Funktion[2].Xmin:=0.0;
Funktion[2] .Xmax:=2.0 * PI;

Funktion{3].Term:="}{cos x| ;
Funktion[3].f =£3;
Funktion{3}.Xmin::0.0;
Funktion[3].Xmax:=PI;

Funktion{4].Term:="-(x-2)2+4 "
Funktion[4].f 1=

Funktion[4] .Xmin:=0.0;
Funktion{4}].Xmax:=4.0;

Funktion[5].Term:="

Funktion|[b].f i=

Funktion[5].Xmin:=

Funktion[5] .Xmax:=6.
END InitFunktionen;:

PROCEDURE degTOrad(grad : FFP) : FFP;
BEGIN (* wandelt Grad in Bogenmaﬁ um (fiir Winkelfunktionen !) x)
RETURN (grad * PI / 180.0);
END degTOrad;

PROCEDURE BildschirmInit;
CONST wflags = W1ndowFlagSet{w1ndowDrag windowDepth};
VAR vp : ViewPortPtr;
BEGIN
BildPtr:=SetScreen(ADR("Drehung von f (x)"),640,256,2):
vp:=ADR(BildPtr~ .viewPort);
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SetRGB4 (vp,schwarz, 0, 0, 0);
SetRGB4 (vp,weiss, 15,15,15);
SetRGB4(vp,gelb, 15,15, 0);
SetRGB4 (vp,gruen, 0,15, 0);
Komm:=SetWindow(0,20,320,128,ADR ("Meni"),
¥WindowFlagSet{windowClose,windowDrag,windowDepth,
activate},
IDCMPFlagSet {closeWindow,gadgetUp},BildPtr);
Kon:=SetWindow(320,20,320,128,ADR("Kontur f(x)"),wflags,
) IDCMPFlagSet{},BildPtr);
GraFenster:=SetWindow(0,10,640,246,ADR("Isometrische Projektion"),wflags,
IDCMPFlagSet{},BildPtr);
Krp:=Komm~ .rPort;
Frp:=Kon” .rPort;
Grp:=GraFenster .rPort;
END BildschirmInit;

PROCEDURE HauptMenueAnzeigen;
VAR i : CARDINAL:
X,y : INTEGER;
BEGIN
CLS (Komm) ;
Pen (Komm, gruen) ;
Locate (Komm,3,2);
Print (Komm, "Folgende Funktionen sind verfigbar:"):
FOR i:=1 TO MaxFunk DO
PtoG (Komm,13,1+i+1i,x,y);
SetBooleanGadget (Gad[1] ,Komm,NIL,ADR(Funktion[i].Term),x,v,
ActivationFlagSet {gadgImmediate,relVerify}):

END;

PtoG (Komm,13,13,x,v);

SetBooleanGadget (Gad[0] ,Komm,NIL,ADR(" E N D E ") X,
ActlvatlonFlagSet{gangmmedlate,relVerlfyf);

END HauptMenueAnzeigen;

PROCEDURE HauptMenueAbfragen (VAR gadget : CARDINAL):
CONST NotUsed = 9999;
VAR code : CARDINAL;

adr : ADDRESS;

class : IDCMPFlagSet;

i : CARDINAL;
BEGIN

WindowToFront (Komm) ;
gadget:=NotUsed;
WHILE gadget=NotUsed DO
GetIMes (Komm,class,code,adr);
IF (closeWindow IN class) THEN

gadget:=0;
END;

IF (gadgetUp IN class) THEN
FOR 1:=0 TO MaxFunk DO
IF (ADR(Gad[i])=adr) THEN
gadget:=1;
END;
END;
END;
END;
FOR 1:=0 TO MaxFunk DO
ENDFreeBooleanGadget(Gad[i],Komm);
CLS (Komm) ;
END HauptMenueAbfragen;

PROCEDURE Wertebereich(FunkData : Funktionsblock; VAR Min : FFP;
VAR Max : FFP);
CONST Schritte = 400.0;
VAR £ : FFPFunktion:
X,y: FFP;
sw : FFP;
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BEGIN
f:=FunkData.f;.
X:=FunkData.Xmin;
Min:=10.0E9;
Max:=-10.0E9;
SW: ~(FunkData Xmax-FunkData.Xmin) /Schritte;
WHILE (x <= FunkData.Xmax) DO

yi=f(x);

IF y < Min THEN
Min:=y;

ELSIF v > Max THEN
Max:=y;

END;

X=X + §W;

END;

END Wertebereich;

PROCEDURE ZelchneGragh(FunkData ¢ Funktionsblock; Min,Max :

CONST XBreite .
YHoehe 60.0;
Schritte 100.0;

VAR f : FFPFunktion;

X/Y,

SW,

Skalx,

Skaly : FFP;
XPix,

YPix : INTEGER;

PROCEDURE ZeichneAchsen:

I

VAR X,y : FFP;
XP1x,YPix : INTEGER;:
BEGIN

SetAPen(Frp,weiss);
x:=FunkData.Xmax * 1.05:
XPix:=TRUNC(Tieee(x * Skalx))

Line (Frp,0,0,XPix,0); (* Die X-Achse *)
DrawR(Frp, 16 2) (* Der Pfeil *)
LineR(Frp, 16, 2 2);
GPrintR(Frp,9 ADR("X "),1);

=Max * 1.05;

y:
YPix: —TRUNC(Tleee(y * Skaly));
Line (Frp,0,0,0,YPix); (* Die Y-Achsge *)
DrawR(Frp, 4 8) (* Der Pfeil *)
LineR(Frp,4,8,4,-8);
GPrlntR(Frp, 18 10,ADR("Y "y, 1),

END ZeichneAchsen;

BEGIN
CLS (Kon) ;
Origin(Frp,20,90,Up);
f:=FunkData.f;

Skalx: XBrelte/((FunkData Xmax-FunkData.Xmin)*1.1);

Skaly:=YHoehe/ ((Max-Min)*1.1});
ZeichneAchsen:
X:=FunkData.Xmin;
sw:=(FunkData.Xmax-FunkData.Xmin) /Schritte;
XPix:=TRUNC{Tieee(x * Skalx)); ‘
YPix:=TRUNC(Tieee (f(x) * Skalv))
MoveTo(Frp,XPix,YPix) ;
SetAPen(Frp gelb)
WHILE E? ; FunkData Xmax) DO
=f (x
XPlk «TRUNC(Tleee(\ * Skalx));
YPix:=TRUNC(Tieee(y * Skaly))
DrawTo(Frp,XPix,YPix);
X1=X+8W;
END;

FFP) ;
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WindowToFront (Kon) ;
END ZeichneGraph;

PROCEDURE WertebereichZeigen(FunkData : Funktionsblock:; Min,Max : FFP) ;:

BEGIN
Pen (Kon,gelb):;
AutOLF(Kon OFF)
Using(Kon,2,4);
Locate(Kon,3,12);
Print (Kon,"f(x) = ");
Print (Kon, FunkData Term)
Locate(Kon 3, 13)
Print (Ko ) :
PrlntFFPQI’(on Fun Dafa Xmin) :
Prlnt(Kon,";");
PrintFFP (Kon, FunkData.Xmax) ;
Prlnt(Kon,"]" ;
Locate (Kon, 3 14)
Prlnt(Kon,"'w = f);
PrintFFP(Kon,Min);
Prlnt(Kon,“'")
PrintFFP(Kon, Max)
Print (Kon, "]")

END WerteberelchZelgen;

PROCEDURE DreheFunktlon(FunkData : Funktionsblock; VAR K3d : PFeld3dim);

CONST Grad = 360
VAR x,y,phi,
Xsw,phisw,
51nph1
cosphi : FFP;
k. kp ¢ CARDINAL;

BEGIN
xsw:=(FunkData.Xmax-FunkData. Xmln)/Fleee(FLOAT(KantPunkte))
phisw: =Grad/Fieee (FLOAT (Kanten) ) ;
phi:=0.0;

FOR k:=1 TO Kanten BY 1 DO
x:=FunkData.Xmin;

sinphi:=Sin(degTOrad(phi)); (* Werte bleiben in der Schleife *)

cosphi: —Cos(degTOrad(phl)) (* gleich ==> Geschwindigkeit
FOR kp:=1 TO KantPunkte BY 1 DO
K3d [k, kp] X1=X;

- y:=FunkData.f (x):
K3d[k,kp].y:=y * sinphi;
K3d{k,kpl.z:=y * cosphi:
Xi1=X + X8W;

END

(* FOR *);

phi:=phi + phisw;
END;
END DreheFunktion;

PROCEDURE KoerperAufFlaeche (VAR K3d : PFeld3dim; VAR KPix : PFeldPix):

VAR K2d : PFeld2dim;
Xmin, Xmax,
Ymin,Ymax : FFP;
PROCEDURE Mache3Dzu2D;
CONST Alpha 30.0; (* Betrachterwinkel *)

ol

Beta 60.0;
VAR k,p : CARDINAL;
cosalpha,
cosbeta : FFP;

BEGIN
cosalpha:=Cos(degTOrad (Alpha)); (* mehr Geschwindigkeit *)
cosbhbeta :=Cos(degTOrad(Beta)):
FOR k:=1 TO Kanten BY 1 DO
FOR p:=1 TO KantPunkte BY 1 DO
WITH K3d{k,p] bO
K2d[k,p].x:=x * cosalpha - z * cosalpha;
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DKZd[k,p].y::y - X * cosbeta - z * cosbeta:;

END;
END;
END Mache3Dzu2D

PROCEDURE FindeAussenpunkte;
VAR k,p : CARDINAL;

v : FFP;

BEGIN
Xmin:=10.0E9; (* kleinster X-Wert *)
Ymin:=Xmin; {(* kleinster Y-Wert *)

Xmax:=-10.0E9; (* groﬁter X- Wert *)
Ymax :=Xmax grofter X-Wert *)
FOR k:=1 TO Kanten BY 1 DO
FOR p:=1 TO KantPunkte BY 1 DO
v:=K2d[k,pl.x; (* Geschwindigkeit *)
IF v < Xmln THEN
Xmin:=v;
ELSIF v > Xmax THEN
imax:=v;
END;
v —KZd[k pl.y; (* dito *)
IF v < Ymin THEN

Ymin:=v;
ELSIF v > Ymax THEN
Ymax:=v;
END;
END;
END;

END FindeAussenpunkte;:

PROCEDURE InBildschirmkoordinaten;
CONST XBreite = 640.0;
YHoehe = 248.0, (* Bildschirmauflosung *)

VAR k,p : CARDINAL;
Skalx,Skaly : FFP;
OffSetX,

OffSety : INTEGER;

BEGIN

Skalx:=XBreite/((Xmax-Xmin)*1.5):
Skaly:=YHoehe/ ({Ymax-Ymin) *1.5);
Of£SetX:=TRUNC (Xmin * Skalx);
OffSetY:=TRUNC(Ymin * Skaly};
FOR k:=1 TO Kanten BY 1 DO
FOR p:=1 TO KantPunkte BY 1 DO
KPix{k,p].x:=TRUNC(K2d[k,p].x * Skalx) - OffSetX;
ENDKPlX[k D] .y:=TRUNC(K2d[k,p].vy * Skaly) - OffSetY:
END;
END InBildschirmkoordinaten:
BEGIN
Mache3Dzu2Db;
FindeAussenpunkte;
InBildschirmkoordinaten;
END KoerperAufFlaeche;

PROCEDURE ZeichneRotKoerper(rp : RastPortPtr; VAR KPix : PFeldPix):
VAR k,p : CARDINAL:
BEGIN
CLS{(GraFenster) ;
Origin(Grp,100,200,Up);
SetAPen(rp, gelb)
(* BErst werden dle Kanten gezeichnet *)
FOR k:=1 TO Kanten BY 1 DO
MoveTo(rp, KPix[k,1].x,KPix{k,1].y)
FOR p:=2 TO KantPunkte BY 1 DO
ENDDrawTo(rp (KPix[k,pl.x, KPix[k,p].v);:
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END;

(* und dann, um den Kérper herum, die Verbindungslinien zwischen *)

(* den Kantenpunkten
FOR p:=1 TO KantPunkte BY 1 DO
MoveTo(rp,KPix[1,p].x,KPix[1,p].V);
FOR k:=2 TO Kanten BY 1 DO ,
. DrawTo(rp,KPix[k,p].x,KPix[k,p).v);
De

DraQTo(rp,KPix[l,p].x,KPix[l,p].y);

WinéowToFront(GraFenster);
END ZeichneRotKoerper;

PROCEDURE BildschirmSchluss;
BEGIN
CloseWindow (Komm) ;
CloseWindow(GraFenster) ;
CloseWindow {Kon) ;
CloseScreen(BildPtr);
END BildschirmSchluss;

(* Hauptprogramm *)

BEGIN
(* wird bei Fehler oder Programmende aufgerufen *)
TermProcedure (BildschirmSchluss);

(* Funktionen initialisieren *)
InitFunktionen;

(* Bildschirm und Fenster dffnen *)
BildschirmInit;

LOOP

(* Hauptmenii anzeigen und auf Eingabe warten *)
CLS (Komm) ;

HauptMenueAnzeigen;

HauptMenueAbfragen (Aktiv) ;

IF (Aktiv=0) THEN
EXIT;
END;

(* Wertebereich der gewahlten Funktion bestimmen und Graph zeichnen *)

Wertebereich (Funktion{Aktiv],Ymin, Ymax) ;

ZeichneGraph(Funktion[Aktiv},Ymin Ymax) ;
WertebereichZeigen (Funktion Aktivf,len,Ymax);

(* Jetzt wird die Funktion um die X-Achse gedreht *)

DreheFunktion(Funktion[Aktiv], Koord3d);

(* Die Koordinaten der Form p(x,v,z) werden in Bildschirmkoordinaten *)
Schridgrif *)

(* der Form pix(x,y) umgerechnet. Perspektive =
KoerperAufFlaeche (Koord3d, KoordPix) ;

(* Der Rotationskérper der Funktion f(x) wird als Drahtgittermodell *)

(* gezeichnet. '
ZeichneRotKoerper (Grp,KoordPix) ;

(* Jetzt noch einen Moment warten... *)
Delay(Zeit);

(* ... dann geht es wieder von vorne los *)
END;
END Drehefx.

*)
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(* Programm _ , ‘
(* Mathematik Facharbeit 1988/1990, Julius-Echter-Gymnasium Elsenfeld
(* Autor: Marcus Bdckmann, Hauptstr. 151a, 8751 Heimbuchenthal

(* Datum:

..'51.._

Programm Drehe Parameterform

DreheParam.MOD

13.01.1990

MODULE DreheParam;

IntuiSupport IMPORT SetScreen,SetWindow,GetIMes:
IntGadget IMPORT SetBooleanGadget,FreeBooleanGadget;

FROM
FROM
FROM

FROM
FROM
FROM
FROM
FROM

FROM
FROM
FROM

PrintTools IMPORT Print,Ptog,Locate,CLS,Pen,PrintFFP,AutoLF,

Using,OFF;

GfxTools IMPORT MoveTo,DrawTo,Line,Origin,OrigoModes;
GfxRTools IMPORT MoveR,DrawR,LineR,GPrintR;

SYSTEM IMPORT ADR,ADDRESS,FFP;
Arts IMPORT TermProcedure;

Intuition IMPORT ScreenPtr,Gadget,WindowFlags,WindowFlagSet,
ActivationFlags,ActivationFlagSet,IDCMPFlags,
IDCMPFlagSet ,WindowPtr, WindowToFront, CloseWindow

CloseScreen;

Graphics IMPORT RastPortPtr,SetRGB4,ViewPortPtr,SetAPen;

Dos IMPORT Delay;

MathTrans IMPORT Cos,Sin,Sqrt,Tieee,Fieece:
CONST PI = 3.1415926536;

Zeit = 300;
schwarz
weiss
gelb
gruen
MaxFunk
Kanten
KantPunkte

W — O

HH B
H ol 1 ~e~emese

15;
20;

(* Anzahl der

5; (* Anzahl der Funktionen *)
Kanten des Rot-Korpers *)
(* Anzahl der Kantenpunkte des KOrpers *)

TYPE FFPFunktion = PROCEDURE(FFP) : FFP;
Funktionsblock = RECORD
Name,
Termx,
Termy : ARRAY [0..30] OF CHAR:
X,y : FFPFunktion;
END;
Punkt3dim = RECORD
X.¥Y.z : FFP;
END;
Punkt2dim = RECORD
X,v : FFP;
END;
PunktPix = RECORD
X,y : INTEGER:;
END;
PFeld3dim = ARRAY [1..Kanten},[1..KantPunkteJ OF Punkt3dim;
PFeld2dim = ARRAY [l..Kanten],[1l..KantPunkte] OF Punkt2dim;
PFeldPix = ARRAY [1..Kanten],[1..KantPunkte] OF PunktPix:
VAR BildPtr ScreenPtr;
Komm,
GraFenster,
Kon : WindowPtr;
Krp,Grp,Frp : RastPortPtr;
Gad : ARRAY[O..MaxFunk] OF Gadget;
i ¢ INTEGER; (* i und ¢ sind Dummy-Variablen *)
c : CARDINAL;
Aktiv : CARDINAL; (* aktive/dargestellte Funktion *)
Funktion : ARRAY [1..MaxFunk] OF Funktionsblock:
Xmin,Xmax,
Ymin, Ymax . FFP;
Koord3d PFeld3dim;

14
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KoordPix : PFeldPix;
(* Hier werden alle Funktionen definiert *)

PROCEDURE x1(t : FFP) : FFP;
BEGIN
RETURN Cos(t);
END x1;

PROCEDURE y1(t : FFP) : FFP;
BEGIN
RETURN Sin(t);
-END y1;

PROCEDURE x2(t : FFP) : FFP;
BEGIN
RETURN (2.0*Cos (t)-Cos(2.0*t)):
END x2;

PROCEDURE y2(t : FFP) : FFP;
BEGIN
RETURN (2.0*Sin(t)-Sin(2.0*t));
END v2;

PROCEDURE x3(t : FFP) : FFP;
BEGIN
RETURN (3.0%Cos(t)-Cos(3.0*t));
END x3;

PROCEDURE y3(t : FFP) : FFP;
BEGIN
RETURN (3.0*Sin(t)-Sin{(3.0%t));
END ¥3;

PROCEDURE x4(t : FFP) : FFP;
BEGIN
RETURN t*(3.0*Cos(t)-Cos(3.0*t));
END x4;

PROCEDURE v4(t : FFP) : FFP;
BEGIN
RETURN t*(3.0*Sin(t)-Sin(3.0%t));
END v4;

PROCEDURE x5(t : FFP) : FFP;
BEGIN
RETURN -Sin(t/2.0)+0.5;
END x5;

PROCEDURE yb5(t : FFP) : FFP:
VAR Hilf : FFP;
BEGIN
Hilf:=Sin(t/2.0);
RETURN Sqrt{(Hilf-Hilf*Hilf#Hilf);
END y5;

PROCEDURE InitFunktionen;
BEGIN
Funktion(1l].Name :=
Funktion{l .Termx:=
Funktion{l].Termy:=
Funktion[1l].x
Funktion[1].y i=v1;

cos t'";

-
It

>

e

Funktion[2].Name :="Kardioide ";

Funktion[Z}.Termx::”Zcos t - cos 2t";
Funktion{2}.Termy:="2sin t - sin 2t":
Funktion{2].x =X2;
Funktion[2].y =y2;
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Funktion[3].Name :="Epizykloide";
Funktion[3].Termx:="3cos t - cos 3t";
Funktion[3].Termy:="3sin t - sin 3t";
Funktion([3].x 1=x3;

Funktion[3].y 1=y3;

Funktion{4] .Name :="Apfel .
Funktion[4].Termx:="t(3cos t - cos 3t)":
Funktion[4].Termy:="t(3sin t - sin 3t)";
Funktion{4].x 1=x4;

Funktion[4].vy 1=vy4;

Funktion{S].Name :="Ei "
Funktion[5].Termx:="-sin(0,5t) + 0,5";
Funktion{S].Termy:="sqr(—sin3(O,5t)+51n(0,5t))";
Funktion({b5].x :=x5;

Funktion[5].y :=y5;

END InitFunktlénen;

PROCEDURE degTOrad (grad : FFP) : FFP;
BEGIN (* wandelt Grad in Bogenma® um (fiir Winkelfunktionen !) *)
RETURN (grad * PI / 180.0);
END degTOrad;

PROCEDURE Min(f,g : FFP) : FFP:
BEGIN (* gibt die kleinere Zahl von f und g zuriick *)
IF f{=g THEN
RETURN f;
ELSE
RETURN ¢;

END Min;:

PROCEDURE Max(f,g : FFP) : FFP;
BEGIN (* gibt die gréfere Zahl von f und g zuriick *)
IF f>=g THEN
RETURN f;
ELSE
RETURN ¢
END;

END Max:

PROCEDURE BildschirmInit;

CONST wflags = WindowFlagSet{windowDrag,windowDepth}:

VAR vp : ViewPortPtr;

BEGIN
BildPtr:=SetScreen (ADR("Drehung von x(t);yv(t)"),640,256,2):
vp:=ADR(BildPtr",viewPort);
SetRGB4 (vp,schwarz, 1, 1, 1);
SetRGB4 (vp,weiss, 15,15,15);
SetRGB4 (vp,gelb, 15,15, 0);
SetRGB4 (vp,gruen, 0,15, 0);
Komm:=SetWindow(0,20,320,128,ADR ("Meni"),

WindowFlagSet{windowClose,windowDrag,windowDepth,
activate},
IDCMPFlagSet {closeWindow,gadgetUp},BildPtr);
Kon:=SetWindow(320,20,320,128,ADR("Parameterfunktion x(t);y(t)"),
wiflags, IDCMPFlagSet{},BildPtr) ;
Gralenster:=SetWindow(0,10,640,246,ADR("Isometrische Projektion"),
wilags,IDCMPFlagSet{},BildPtr):

Krp:=Komm~.rPort;
Frp:=Kon".rPort;
Grp:=GraFenster”.rPort;

END BildschirmInit:

PROCEDURE HauptMenueAnzeigen;
VAR 1 : CARDINAL;
X,¥Y : INTEGER;
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BEGIN
CLS (Komm} ;
Pen (Komm, gruen) ;
Locate (Komm,3,2);

Prlnt(Komm,"Folgende Funktionen sind verfugbar "),

FOR i:=1 TO MaxFunk DO
PtoG(Komm,15,1+i+1i,x, y):

SetBooleanGadget(Gad[l} Komm,NIL,ADR (Funktion[i].Name),x,v,
ActlvatlonFlagSet{gangmmedlate relVerlf bY;

" END;
PtoG(Komm,15,13,X,y);

SetBooleanGadget (Gad[0],Komm,NIL,ADR(" E N D E

n) X, Y,

ActlvatlonFlagSet{gangmmedlate relVerlfy})

END HauptMenueAnzeigen;

PROCEDURE HauptMenueAbfragen(VAR gadget : CARDINAL):

CONST NotUsed = 9999;
VAR code : CARDINAL;

adr : ADDRESS;

class : IDCMPFlagSet;

i : CARDINAL;
BEGIN

¥indowToFront (Komm) ;
gadget :=NotUsed;
WHILE gadget= NotUsed DO
GetIMes (Komm,class,code,adr);
IF (closeW1ndow IN class) THEN
gadget:=
END;
IF (gadgetUp IN class) THEN
FOR 1:=0 TO MaxFunk DO
IF (ADR(Gad[i])=adr) THEN
gadget:=i;
END;
END;
END;
END;
FOR i:=0 TO MaxFunk DO
ENDFreeBooleanGadget(Gad[i],Komm);
CLS (Komm) ;
END HauptMenueAbfragen;

PROCEDURE Wertebereich(f : FFPFunktion; VAR Min,Max :

CONST Schritte = 400.0;
VAR t,ft: FFP;
sw . FFP;
BEGIN
£:=0.0;
sw:=PI/Schritte;
Min:=£(0.0);
Max:=£(0.0);
WHILE (t <= PI) DO
ft:=f(t);
IF ft < Min THEN
Min:=ft;
ELSTF ft » Max THEN
Max:=ft;
END;
t:=t + sw;
END;
END Wertebereich;

FFP);

PROCEDURE ZeichneGraph(FunkData : Funktionsblock: Xmin,xmax,ymin, ymax

CONST XBreite = 300.0;
YHoehe = 60.0;
Schritte = 100.0;

VAR xt,vyt : FFPFunktion;

t.x, v,

: FFP):
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Skalx,
Skaly : FFP;
XPix,
YPix,
X0 : INTEGER;
PROCEDURE ZeichneAchsen;
VAR X,y : FFP:
Pix1,Pix2 : INTEGER;
BEGIN
SetAPen (Frp,weiss);

Xi=xmin * 1,05;
Pix1:=TRUNC(T1ieee(x * Skalx));

X:=xmax * 1.05;

Pix2:=TRUNC(Tieee(x * Skalx)):
Line(Frp,Pix1,0,Pix2,0); (* Die X-Achse *)
DrawR(Frp,-16,-2); (* Der Pfeil *)
LineR(Frp,16,2,-16,2);
GPrintR(Frp,9,-13,ADR("X ") ,1);

yi=ymax * 1.05;

YPix:=TRUNC(Tieee(y * Skaly));

Line(Frp,0,0,0,YPix};: (* Die Y-Achse *)

DrawR (Frp,-4,-8); (* Der Pfeil *)

LineR(Frp,4,8,4,-8);

GPrintR(Frp,-18,10,ADR("Y "),1);
END ZeichneAchsen;

BEGIN
CLS (Kon) ;
x0:=TRUNC(Tieee ((-xmax/xmin}*160.0)) ;
Origin(Frp,160,85,Up);
xt:=FunkData.x;
yt:=FunkData.y;
Skalx:=XBreite/((xmax-xmin)*1.1);
Skaly:=YHoehe/ ((ymax-ymin)*1.1);
Skaly:=Min(Skalx, Skaly);
Skalx:=S8kaly*1.75; (* <-- Korrekturfaktor *)
ZeichneAchsen;
t:=0.0;
sw:=PI/Schritte;
XPix:=TRUNC(Tieee(xt(t) * Skalx)):
YPix:=TRUNC(Tieee (yt(t) * Skaly));
MoveTo({Frp,XPix,YP1ix);
SetAPen(Frp,gelb);
WHILE (t <= PI) DO
x:=xt (t);
yi=yt(t); ‘
XPix:=TRUNC (Tieee(x * Skalx)):
YPix:=TRUNC(Tieee(y * Skaly));
DrawTo (Frp,XPix, YPix) :
t:=t+sw;
END;
WindowToFront (Kon) :
END ZeichneGraph;

PROCEDURE WertebereichZeigen(FunkData : Funktionsblock;
xmin,xmax,ymin,ymax : FFP);
BEGIN

Pen (Kon, gelb) ;

AutoLF (Kon, OFF) ;
Using(Kon,2,4);
Locate(Kon,3,11) ;

Print (Kon,"x(t) = "):
Print (Kon,FunkData.Termx) ;
Locate (Kon,3,12);

Print (Kon,"y(t) = ");

Prlnt(Kon,FunkData.Térmy);



_56_

Locate (Kon, 3, 13);
Prlnt(Kon,"x : [ )
PrintFFP(Kon,xmin) ;
Print(Kon,";");
PrintFFP (Kon,xmax) ;
Print (Kon,"]"):
Locate(Kon,3,14);
Print (Kon, "y IR I
PrlntFFP(Kon min) ;
Prlnt(Kon,”'" ;
PrintFFP (Kon, ¥max)
Print (Kon,"]"

-END WertebereichZeigen;

PROCEDURE DreheFunktion(FunkData : Funktionsblock; VAR K3d : PFeld3dim);
CONST Grad = 360.0;
VAR t,vy,tsw,
phl EhlSW,
sinp
cosphi : FFP;
k,kp ¢ CARDINAL;
BEGIN
tsw:=PI/Fieee (FLOAT (KantPunkte)):
phisw: —Grad/Fleee(FLOAT(Kanten))
phi:=0.0
FORtk 61OTO Kanten BY 1 DO
sinphi:=Sin(degTOrad(phi)); (* Werte bleiben in der Schleife *)
cosphi:=Cos(degTOrad(phi)); (* gleich ==) Geschwindigkeit *)
FOR kp:=1 TO KantPunkte BY 1 DO
K3d [k, kp] .x:=FunkData.x(t);
y::FunkData.y(t);
K3d{k,kp}.y:=y * ginphi;
K3d{k,kp].z:=y * cosphi;
ti=t+tsw;
END;
phi:=phi+phisw;
END;
END DreheFunktion;

PROCEDURE KoerperAufFlaeche (VAR K3d : PFeld3dim; VAR KPix : PFeldPix) ;
VAR K2d : PFeld2dim;
Xmin, Xmax,
Ymin,Ymax : FFP;
PROCEDURE Mache3Dzu2D;
CONST Alpha = 30.0; (* Betrachterwinkel *)

Beta = 60.0;
VAR k,p : CARDINAL;
cosalpha,
cosbheta : FFP;

BEGIN
cosalpha:=Cos(degTOrad (Alpha)); (* mehr Geschwindigkeit *)
cosbeta :=Cos(degTOrad (Beta));
FOR k:=1 TO Kanten BY 1 DO
FOR p:=1 TO KantPunkte BY 1 DO
WITH K3d{ DO
K2d [k, pf x =X * cosalpha - z * cosalpha;
K2d[k,pl.v:=y - x * cosbeta - z * cosbeta:
END;
END;
END;
END Mache3Dzu2D;

PROCEDURE FindeAussenpunkte;
VAR k,p : CARDINAL;

v ¢ FFP,
BEGIN
Xmin:=10.0E9; (* kleinster X-Wert *)

Ymin:=Xmin: (* kleinster Y-Wert x)
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Xmax:=-10.0E9; i* grofter X-Wert *3
Ymax:=Xmax; * gréfter X-Wert *
FOR k:=1 TO Kanten BY 1 DO
FOR p:=1 TO KantPunkte BY 1 DO
v:=K2d[k,pl.x; (* Geschwindigkeit *)
IF v < Xmin THEN
Xmin:=v;
ELSIF v > Xmax THEN
Xmax:=v;
END;
v:=K2d[k,pl.y; (* dito *)
IF v < Ymin THEN

Ymin:=v;
ELSIF v > Ymax THEN
Ymax:=v;
END;
END;
END;
END FindeAussenpunkte;

PROCEDURE InBildschirmkoordinaten;
CONST XBreite 640

?

o

YHoehe 248.0; (* Bildschirmaufldsung *)
VAR k,p ¢ CARDINAL;
Skalx,Skaly : FFP;
0ffSetX,
OffSety : INTEGER;

BEGIN
Skalx:=XBreite/((Xmax-Xmin)*1.5) ;
Skaly:=YHoehe/ ((Ymax-Ymin)*1.5);
0ffSetX:=TRUNC(Xmin * Skalx);
OffSetY:=TRUNC(Ymin * Skaly);
FOR k:=1 TO Kanten BY 1 DO
FOR p:=1 TO KantPunkte BY 1 DO
KPix[k,p].x:=TRUNC(K2d[k,p].x * Skalx) - OffSetX;
KPix[k,pl.y:=TRUNC(K2d[k,p].v * Skaly) - OffSetY:
END;
END InBildschirmkoordinaten;
BEGIN
Mache3bzu2D;
FindeAussenpunkte;
InBildschirmkoordinaten;
END KoerperAufFlaeche;

PROCEDURE ZeichneRotKoerper(rp : RastPortPtr; VAR KPix : PFeldPix):
VAR k,p : CARDINAL;
BEGIN
CLS(GraFenster) ;
Origin(Grp,100,210,Up):
SetAPen(rp,gelb);
(* Erst werden die Kanten gezeichnet *)
FOR k:=1 TO Kanten BY 1 DO
MoveTo (rp,KPix[k,1].x,KPix[k,1].vy);
FOR p:=2 TO KantPunkte BY 1 DO
DrawTo (rp,KPix[k,p].x,KPix[Kk,p].v);
END;
END;
(* und dann, um den Kdrper herum, die Verbindungslinien gzwischen *)
(* den Kantenpunkten *)
FOR p:=1 TO KantPunkte BY 1 DO
MoveTo (rp,KPix{1,p].x,KPix[1,p]l.v);
FOR k:=2 TO Kanten BY 1 DO
DDrawTo(rp,KPix[k,p].x,KPix[k,p].y);
END;
DrawTo(rp,KPix[1,p].x,KPix{1,p}.vy);
END;
WindowToFront (GraFenster) ;
END ZeichneRotKoerper;
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PROCEDURE BildschirmSchluss;
BEGIN
CloseWindow (Komm) ;
CloseWindow (GraFenster) ;
CloseWindow (Kon) ;
CloseScreen(BildPtr);
END BildschirmSchluss;

(* Hauptprogramm *)

BEGIN
- {* wird bei Fehler oder Pro%rammende aufgerufen *)
TermProcedure (BildschirmSchIuss) ;

{(* Funktionen initialisieren *)
InitFunktionen;

(* Bildschirm und Fenster &ffnen *)
BildschirmInit;

LOOP

(* Hauptmenl anzeigen und auf Eingabe warten *)
CLS (Komm) ;

HauptMenueAnzeigen; )

HauptMenueAbfragen (Aktiv);

IF (Aktiv=0) THEN
EXIT;
END;

(* Wertebereiche der gewdhlten Funktion bestimmen und Graph zeichnen *)
Werteberelch(Funkt;oanktlv].x,Xmln,Xmax);
Wertebereich(Funktion[Aktiv].v,Ymin, Ymax);

ZeichneGraph (Funktion[Aktiv],Xmin,Xmax, Ymin, Ymax);
WertebereichZeigen (Funktion {Aktiv],Xmin, Xmax,Ymin, Ymax) ;

(* Jetzt wird die Funktion um die X-Achse gedreht *)
DreheFunktion (Funktion{Aktiv],Koord3d):

(* Die Koordinaten der Form p(x,y,z) werden in Bildschirmkoordinaten *)
(* der Form pix(x,y) umgerechnet. Perspektive = Schrigrig *)
KoerperAufFlaeche (Koord3d,KoordPix) ;

(* Der Rotationskérper der Funktion f(x) wird als Drahtgittermodell *)
(* gezeichnet. *)
ZeichneRotKoerper (Grp, KoordPix) ;

(* Jetzt noch einen Moment warten... *)

Delay(Zeit);

(* ... dann geht es wieder von vorne log *)
END;

(* Programmende *)

END DreheParam.
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6.3 Programm Gaufintegration

(* Programm Integration.MOD

(* Mathematik Facharbeit 1988/1990, Julius-Echter- -Gymnasium Elsenfeld
{* Autor: Marcus Backmann, Hauptstr 151a, 8751 Heimbuchenthal

(* Datum: 13.01.1990

MODULE Integration;

FROM Terminal IMPORT Writeln, ertestrlng
FROM LongRealInOut IMPORT WriteReal,ReadReal;
FROM MathLibLong IMPORT pi,sqrt,cos,sin;

TYPE LRFunktion = PROCEDURE(LONGREAL) : LONGREAL;

VAR a.,b,
I : LONGREAL;
PROCEDURE fx(x : LONGREAL) : LONGREAL:
BEGIN

RETURN (x*(3*cos (x)-cos(3*x))) 2% (-3*5in(x)+3*gin(3*x))
END fx;

PROCEDURE Integral(f : LRFunktion; a,b : LONGREAL) : LONGREAL:
VAR n,i : CARDINAL;
j : INTEGER;
A, fx,
d,h,jf,nf,
¥,X,Y,2 : LONGREAL;
BEGIN

n:=1;

v:=0.0;

wi=sqrt (0.6} ;

LOOP
INC(n);
nf:=FLOAT (n) ;
h:=(b-a)/2.0/nf;
A:=0.0;
d:=w*h;
Z:=a-h;
FOR i:=1 TO n DO

z:=2+2.0%h;
FOR j:=-1 TO 1 DO
Jf =FLOAT(J) ;

X:=z+jf*d;
fx: =f(x);
A:=A+(8.0—jf*jf*3.0)*fx;
END;
END;
A:=A*h/9.0;
IF ABS(y-A)>(1.0E-8) THEN
y:=A;
ELSE
EXIT;
END;
END;
RETURN A;
END Integral;
BEGIN
Writeln;
WriteString ("Integralberechnung nach Gauf- Verfahren"); Writeln;
wrltestrlng (”::::::::::::::::::::::::::::::::::::::") ; writebn;
ertebn,
erteStrlng(”Intelvallgrenzen "); WriteLn:
WriteStrin (" ar= "),

ReadReal (a
IF (a=3.14) THEN a:=pi; END;



.._60_.

WriteString(® b:=");
ReadReal(b?;

IF (b=3.14) THEN b:=pi; END;
Writeln;

I:=Integral (fx,a,b);
WriteString ("Ndherungswert I[a;:bl= "); .
WriteReal(I,20,10);
Writeln;
Writeln;

END Integration.
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